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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit baut auf dem Fundament der Bachelorarbeit mit dem Thema
»Schwingungsanalyse an der St.-Petri-Kirche Altentreptow [Vollert, 2022] auf und va-
lidiert den Einsatz der Kurzzeit-Fourier-Transformation (STFT), spezieller der Gabor-
Transformation fiir die Auswertung von Zeitreihen geodatischer Messdaten, vorwiegend
in der Bauwerkstiberwachung. Die STFT bietet gegeniiber der FFT die einzigartige Mog-
lichkeit einer zeitbezogenen Darstellung von in einem Signal enthaltenen Periodizitédten
(Ergebnis: zeitbezogene Amplituden und Frequenzen). Im Verlauf dieser Arbeit werden
die verschiedenen Anwendungsbereiche und Fachdisziplinen, in denen die STFT Verwen-
dung findet, dargestellt. Besonders eignet sich die STF'T durch ihre spezielle Wirkungs-
weise (Verschiebung des Auswertefensters durch Verschiebungsparameter T entlang der
Zeitachse) zur Auswertung nicht-stationédrer Zeitreihen. Die aufgestellten Thesen werden
durch eine Reihe simulierten Datensétzen, Versuchsmessungen sowie an einer Vielzahl
von Messungen an realen Uberwachungsobjekten validiert und die Eignung fiir die Aus-
wertung von Zeitreihen in der Bauwerksiiberwachung gepriift. Ein Fokus liegt hierbei auf
dem Vergleich verschiedener Fensterfunktionen wie dem Gaufifenster (verwendet bei der
Gabor-Transformation) und einer Gegentiberstellung der verschiedenen Fensterfunktio-
nen hinsichtlich der Nutzbarkeit fiir Zeitreihen geodatischer Messdaten. Untersucht wird
zudem die Notwendigkeit einer Entscheidung zwischen einer hoheren Zeitauflosung, einer
hoheren Frequenzauflosung oder einem Kompromiss aus beiden Auflésungen, welche auf-
grund der Charakteristiken der STFT notig wird. Die Vorteile einer hoheren Zeitauflosung
werden mit den Vorteilen einer hoheren Frequenzauflésung im Kontext der Bauwerksiiber-
wachung verglichen. Ebenfalls wird die STFT weiteren, bereits erprobten Auswertever-
fahren fiir geodétische Zeitreihen (DFT, FFT, etc.) gegentibergestellt und die Vor- und
Nachteile der STFT im Vergleich zu diesen herausgearbeitet. Da die STEF'T bisher kaum
in der Geodéasie angewendet wird, stellt die vorliegende Arbeit einen hohen Mehrwert dar
und erlaubt durch die zeitbezogene Auswertung und zeitbezogene Darstellung der Ergeb-
nisse der Zeitreihenanalyse einen interdisziplindren Austausch. Aus diesem Grund stellt
die Anwendung der STFT auf das Gebiet der Geodésie einen wichtigen Forschungsgegen-
stand dar.
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1 Motivation

Zeit ist das, was man an der Uhr abliest.

(Albert Einstein, 1879 - 1955)

Zeitbezogene Daten spielen in der modernen Gesellschaft der Neuzeit eine unerlassliche
Rolle. Kaum eine Information tritt ohne einen diskretisierten Zeitbezug auf. Beispielswei-

se ist eine Verabredung zum Fuyballspielen zwischen zwei Kindern auf dem Fuyballplatz
wertlos ohne eine Zeitangabe. Selbiges gilt nicht nur fur die Festlegung eines zeitlichen
Bezugssystems, sondern auch fir die Festlegung eines raumlichen Bezugssystems. An die-
ser Stelle soll der Fokus jedoch auf dem Zeitbezug liegen. Im Zeitalter der Digitalisierung
und der digitalen Datenerfassung- und Speicherung ist die schiere Menge an Daten ex-
ponentiell Uber die letzten Jahrzehnte angestiegen. Die digitale Transformation folgt in
direkter Weise aus den mittlerweile nahezu unbegrenzten Kapazitaten in der digitalen
Datenverarbeitung, der Datenspeicherung und dem weltweiten Austausch der Daten.

Zeitreihen spielen hierbei eine Ubergeordnete Rolle und treten in den vielféaltigsten For-
men auf. Wird ein kontinuierlicher, zeitabhangiger Prozess betrachtet, so wird die Reali-
sierung dieses Prozesses zu diskreten Zeitpunkten als Zeitreihe bezeichnet. Diese verein-
fachte Darstellung wird in Kapitel 2 ausfuhrlich beschrieben. Beispiele fur Zeitreihen in
der heutigen Zeit sind vielfaltigster Natur, zu nennen sind die zeitliche Veranderung von
Aktienkursen, Temperaturaufzeichnungen, meteorologische- und Wettermodelle, astrono-
mische Prozesse und Bewegungen, Preisverédnderungen von Produkten im Supermarkt,
Entwicklung der Weltbevolkerung, zeitliche Entwicklung der Wahlbeteiligung, zeitliche
Entwicklung von Extremwetterereignissen, Arbeitslosigkeitsraten, Entwicklung des aktu-
ellen Fachkraftemangels und viele mehr. Die Disziplin der Verarbeitung, Auswertung und
Interpretation solcher Zeitreihen ist die Zeitreihenanalyse. Thema dieser Masterthesis ist
die Analyse von Zeitreihen in der geodatischen Bauwerksiiberwachung.

Die Ingenieurgeodasie unterliegt dem Wandel der digitalen Transformation in gleichem
Maye wie alle anderen Disziplinen und Fachbereiche. Wo frilher Messdaten analog am
Theodolit abgelesen und in einem Feldbuch notiert wurden, erheben heute digital re-
gistrierende Instrumente wie Totalstation und Digitalnivellier Massendaten mit hohen
Aufnahmefrequenzen. Ein besonderer Fokus liegt hierbei auf Datenhaltung und Daten-
sicherheit. Heute erleichtert rechenstarke Software die Auswertung, was dem klassischen
Berufshild des Vermessungsingenieurs eine Vielzahl neuer Fahigkeiten im Umgang mit
Massendaten abverlangt. So ist das moderne Feld der Geod&sie heute eine Verschmel-
zung teils verwandter Fachdisziplinen, die sich von der elektronischen Datenverarbeitung
Uber die Programmierung, die Signalanalyse bis hin zur Elektronik und Mikroelektronik
im Rahmen der Entwicklung neuer Sensoren aus dem MEMS-Bereich erstreckt, um nur
einige Beispiele zu nennen.

Die Ingenieurgeodéasie beschéftigt sich nach der klassischen und anerkannten De nition
der [DIN 18710-1:2010-09] mit der Aufnahme, Projektierung, Absteckung, Abnahme und
Uberwachung von Ingenieurbauwerken, welche sich durch ein erhohtes 6 entliches Interes-
se und damit verbundene Sicherheitsanforderungen auszeichnen. Klassische Beispiele fir
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Ingenieurbauwerke sind Bricken, Staudamme, Gebaude der 6 entlichen Infrastruktur,
Industrieanlagen und viele mehr.

Ingenieurgeodasie
[ ]

Aufnahme des Bestandes Absteckung Abnahme

Projektierung Uberwachung

Abbildung 1.1: Einteilung der Ingenieurgeodasie [DIN 18710-1:2010-09]

Zur Sicherstellung und Gewéhrleistung der Stand- und Funktionssicherheit von Ingenieur-
bauwerken, um in erster Linie Schaden von menschlichem Leben abzuwenden und in
zweiter Linie wirtschaftliche Schaden zu vermeiden, beschaftigt sich ein Teilgebiet der In-
genieurgeodasie mit Uberwachungsmessungen von Ingenieurbauwerken (siehe Abbildung
1.1). Geodatische Uberwachungsmessungen dienen dem Erkennen, Bewerten und Vermei-
den von geometrischen oder anderen Verédnderungen an Bauwerken, die zu unerwtinschten
Ereignissen fuhren und sind somit essenzieller Bestandteil eines Risikomanagements. Die
aus der Uberwachungsmessung gewonnenen Erkenntnisse sind interdisziplinar austausch-
bar und Teil einer fachubergreifenden Kooperation. [Heunecke et al., 2013] de nieren
wesentliche Zielsetzungen geodatischer Uberwachungsmessungen wie folgt:

Beitrag zum Nachweis der Stand- und Funktionssicherheit des Uberwachten Objekts;
Beitrag zur Gewahrleistung eines stérungsfreien Betriebs einer Anlage;

rechtzeitiges Erfassen von Verdnderungen ( Frihwarnung ), um Gefahrdungen fur
das Objekt sowie fir die Umgebung zu vermeiden oder zu mindern;

Beweissicherung zur Schadensdokumentation und zur Klarung der Ursachen von
Schéaden;

Moglichkeit zur Prognose des mutmaylichen Verhaltens in der Zukunft und unter
Belastungsféllen;

Uberpriifung von Konstruktions- und Materialeigenschaften mit dem Ziel der Ver-
besserung der mechanischen Modellvorstellung des Objekts;

(Wissenschatftlicher) Erkenntnisgewinn fur vergleichbare Objekte.

Heutzutage typische Uberwachungssysteme, bestehend aus meist sehr teuren, hochgenau-
en und wenig kompakten Sensoren im Verbund geschaltet, sowie Datenloggern und einer
Dateninfrastruktur, erfordern zumeist Expertenwissen zur Unterhaltung, wodurch diese
Art von Uberwachung besonderen Uberwachungsobjekten vorbehalten ist. Jedoch erfor-
dern auch andere Uberwachungsobjekte mit erhdhtem Risikopotenzial eine sensorbasierte
Uberwachung, da die Gefahrdung von Nutzern und wirtschaftliche Schadigungen durch



Ausfallkosten nicht hinnehmbar sind. Dieser Umstand fiihrt zu einem gesteigerten Bedarf
nach kostengunstigen und einfach zu unterhaltenden Uberwachungskonzepten, welche den
aktuellen Trend in der Geodasie in Richtung von alternativen und Low-Cost-Lésungen wi-
derspiegeln. Beispiele von Versagen kritischer Bauwerksstruktur in Verbindung mit einem
fehlenden Uberwachungskonzept mit Echtzeitalarmierung treten tragischerweise immer
wieder auf. Zu nennen sind exemplarisch der Einsturz der Bad Reichenhaller Eislaufhalle
am 2. Januar 2006 infolge nicht erkannter Schaden in Verbindung mit hohen Schneelas-
ten mit 15 Todesopfern, der Einsturz des Kdlner Stadtarchivs am 3. Marz 2009 mit zwei
Todesopfern oder der kurzliche Einsturz der Carolabricke in Dresden am 11. Septem-
ber 2024 (siehe Abbildung 1.2) um nur einige deutsche Beispiele zu nennen. Die Ein-
sturzursache der Carolabriicke lag hauptsachlich in der Korrosion der Spannstahle durch
Feuchtigkeitseintrag wahrend der Bauphase, verletzt wurde durch den Einsturz niemand.
Genannte Beispiele beziehen sich lediglich auf den deutschen Raum, eventuell hatte das
baldige Versagen der Bauwerksstruktur durch umfassende Uberwachungskonzepte friihzei-
tig erkannt werden kénnen und Schaden an menschlichem Leben sowie nanzielle Schaden
vermieden werden kdnnen. Dieser Umstand liefert ein hohes May an Motivation sowohl
fur den Inhalt dieser Masterthesis als auch fir die Weiterentwicklung ingenieurgeodati-
scher Uberwachungskonzepte im Allgemeinen.

Abbildung 1.2: Am 11.09.2024 teilweise eingestirzte Carolabriicke in Dresden [Bybbisch94, 2024]

Innerhalb des Fachgebiets der geodatischen Uberwachungsmessungen ist die Zeitreihen-
analyse in Form von spektralen Analysen mit Integraltransformationen als Sonderfall
zur Uberwachung periodischer Schwingungsvorgénge einzuordnen. Dieser Umstand stellt
einen Spezialfall dar, da die zu detektierenden Deformationsvorgange periodisch statt-
nden mussen, um wahrheitsgemaye und interpretierbare Ergebnisse zu erhalten. Hierzu
folgen umfassende Ausfiihrungen in Kapitel 3. Beispiele fur solche Vorgéange sind der Ta-
gesgang eines Turms in Folge von Warmeeinleitung in das Bauwerk durch Sonnenstrah-
lung, Schwingungen eines Kirchturms durch das Lauten der Glocken, Vibrationsanalysen
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im Zusammenhang mit Baumaynahmen im Bestand oder Analysen von Bewegungen ei-
nes Motorblocks in Abh&ngigkeit der Motordrehzahl. Weitere Beispiele flr Zeitreihen aus
nicht-geodatischen Bereichen folgen in Kapitel 2.2, fur Zeitreihen aus der Geodasie und
deren Analyse wird auf Kapitel 2.3 verwiesen.

Die vorliegende Masterthesis baut auf der Bachelorthesis [Vollert, 2022] auf und versucht,
die Schwachen der dort behandelten Fast-Fourier-Transformation aufzuzeigen und durch
Verwendung der Kurzzeit-Fourier-Transformation beziehungsweise der Gabor-Trans-
formation, auszugleichen.

Die Kurzzeit-Fourier-Transformation (im weiteren Verlauf als STFT bezeichnet) kann

als Weiterentwicklung beziehungsweise Modi kation der Fast-Fourier-Transformation (im
weiteren Verlauf FFT ) bezeichnet werden. Vereinfacht dargestellt wertet die STFT
nicht Gber einen xen, vom Anwender gewahlten Zeitraum der Zeitreihe aus, sondern
schiebt ein Fenster mit einer gewahlten Breite mithilfe eines Verschiebungsparameters
entlang der Zeitachse tber die gesamte Zeitreihe. Dadurch wird der Auswertezeitpunkt
beziehungsweise die Zeit als dritte Groye neben der Amplitude und Frequenz des ana-
lysierten Signals in der Ergebnisdarstellung eingefiihrt. In der Ergebnisdarstellung der
FFT, dem Amplitudenspektrum, werden lediglich die Amplitude und Frequenz des ana-
lysierten Signals dargestellt. Fir das fur die STFT notwendige Auswertefenster kdnnen
verschiedene Fensterfunktionen gewahlt werden, um Messwerte am Anfang oder am Ende
des Auswertefensters zu dampfen oder auszuschlieyen, vergleichbar mit einer Filterfunk-
tion. Die Verwendung einer Fensterfunktion behebt den spektralen Leakage-E ektim
Frequenzbereich; auf diesen Umstand wird in Kapitel 2.4.8 eingegangen. Wird in einem
speziellen Fall die Gauyfunktion als Fensterfunktion gewahlt, so handelt es sich um die
spezielle Gabor-Transformation, mit welcher sich diese Arbeit in besonderer Weise aus-
einandersetzt.

Die STFT stellt eine Mdglichkeit zur Auswertung von Zeitreihen dar, die so in der Geo-
dasie bisher kaum Anwendung ndet, was ein hohes May an Motivation flr diese Arbeit
bietet und dem Thema Aktualitat verleiht. Die STFT bietet im Gegensatz zur FFT
die Moglichkeit zur wirklich zeitbezogenen Auswertung und Darstellung von Messdaten
beziehungsweise Zeitreihen, da sie den Spektralkomponenten Zeitintervalle zuweist und
gewabhrleistet somit eine e zientere Verarbeitung und Interpretation von Massendaten.

Je nach Anwendungsfall muss bei Verwendung der STFT eine Entscheidung fur eine hdhe-
re Zeitau 6sung oder eine hdhere Frequenzau dsung in der Berechnung und Ergebnisdar-
stellung getro en werden; auf diesen Umstand wird an anderer Stelle dieser Arbeit detail-
liert eingegangen. Auch werden die verschiedenen Fensterfunktionen, die zur Dampfung
und Filterung verwendet werden kdnnen, detailliert beleuchtet, ein besonderes Augenmerk
liegt hierbei auf der Gauyfunktion als Fensterfunktion fir die Gabor-Transformation.

Eine groye Schwéche der FFT liegt in dem Umstand, dass die Amplitude eines Signals
falsch dargestellt wird, wenn dieses Signal nicht konstant Giber das gesamte Auswertefens-
ter vorhanden ist. Die Falschdarstellung der Amplitude (bsp. geometrische Bewegung am
Bauwerk) bietet ein hohes Gefahrenpotenzial, wenn die Bewegung groyer ist als durch die
FFT ermittelt und somit eine noétige Alarmierung verschlafen wird. Diese Problematik
behebt die Funktionsweise der STFT vollstandig.



2 Zeitreihenanalyse

Prediction is very di cult, especially if it's about the future.

(Niels Bohr, 1865 - 1962)

Das nachfolgende Kapitel beschaftigt sich mit der Analyse von Zeitreihen und liefert

Beispiele aus der geodéatischen und nicht-geodatischen Praxis, um eine Einfihrung in
die Thematik zu gewéhrleisten. Weiterfihrend werden Eigenschaften von Zeitreihen be-
handelt, deren Erfullung notwendig ist, um wahrheitsgeméye und richtige Ergebnisse im

Rahmen der Zeitreihenanalyse zu erhalten.

Die Zeitreihenanalyse beschaftigt sich allgemein formuliert mit der Beschreibung und Mo-
dellierung, sowie der zeitlichen Entwicklung eines oder mehrerer Merkmale beziehungswei-
se Kennzahlen. Sie ist eine Verschmelzung aus mehreren Disziplinen aus den Bereichen
der Stochastik und Statistik, der Mathematik und der angewandten Signaltheorie und
wird hauptsachlich zur Darstellung, Analyse und Estimation beziehungsweise Prognose
von Verlaufen von Signalen genutzt.

Betrachtet man das Gebiet der Wirtschaftswissenschaften, so ist die Zeitreihenanalyse ein
integraler Bestandteil jeder angewandten 6konomischen Theorie mit der Zielstellung, ein
fundamentales Verstandnis von 6konomischen Kennzahlen wie In ationsraten, Bruttoin-
landsprodukten, Zinsséatzen oder Aktienkursen zu gewinnen [Neusser u. Wagner, 2022].

Auch in der Soziologie, sowie weiteren Fachdisziplinen wird die Zeitreihenanalyse als Werk-
zeug zur Auswertung zeitbezogener Daten angewendet; flr Beispiele wird auf Kapitel 2.2
verwiesen.

[Shumway u. Sto er, 2011] nimmt eine Unterteilung der Zeitreihenanalyse in drei ver-
schiedene Ansétze vor:

1. Ansatz auf Basis von Ubertragungsfunktionen:
Dieser Ansatz zielt darauf ab, eine Klasse geeigneter Modelle zu entwickeln, die
das zu beobachtende System anhand der zur Verfliigung stehenden Informationen
beschreiben. Die interne Dynamik des Systems wird bei diesem Ansatz nicht be-
ricksichtigt. Verwendung ndet dieser Ansatz in der Verfahrenstechnik. Dort stellt
er eine der Hauptformen der Modellierung in der Prozessleittechnik dar.

2. Ansatz auf Basis des Zustandsraums:
Der zustandsraumbasierte Ansatz ist darauf ausgerichtet ein Verstandnis der inter-
nen Prozessdynamik zu entwickeln, mit der das zukinftige Verhalten des Systems
prognostiziert werden kann. Hierftr wird bei diesem Ansatz das Kalman-Filter in die
Entwicklung von geeigneten Parameterschatzungen einbezogen. Der Ansatz basiert
auf der Arbeit von Rudolf Emil Kalman im Zusammenhang der Entwicklung einer
neuen Methode zum Umgang mit Zeitreihendaten welche in den beiden Artikeln
[Kalman, 1960] und [Kalman u. Bucy, 1961] erstmals vero entlicht wurden. Die-
ser Ansatz ndet wiederum in der Verfahrenstechnik eine breite Nutzung, bedingt
durch das hohe Potenzial komplexe Prozessdynamiken zu beherrschen.
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3. Ansatz auf Basis des Frequenzbereichs:
Dieser Ansatz zielt darauf ab, Erkenntnisse Uber den analysierten Prozess im Fre-
guenzbereich durch Anwendung entsprechender Methoden und Analysen zu erlan-
gen. Bei der Frequenzbereichsanalyse werden hau g Fourier-Analysen und Transfor-
mationen verwendet um interessante Frequenzinformation in den analysierten Da-
tensatzen hervorzuheben die oftmals ohne die vorangegangene Analyse nicht sichtbar
waren.

Der Inhalt dieser Arbeit und das Fachgebiet der Geodasie im Allgemeinen beschéftigen
sich hauptséchlich mit dem dritten Ansatz der Zeitreihenanalyse, mit dem Ansatz auf
Basis des Frequenzbereichs.

2.1 De nition Zeitreihe

Versucht man eine wissenschatftliche De nition fur eine Zeitreihe zu nden, so stoyt man,
abhangig von dem Fachgebiet, in dem eine Zeitreihenanalyse praktiziert wird, auf ver-
schiedene Ansichten in der einschlagigen Fachliteratur. Allen zugrunde liegt jedoch die
Aussage, dass eine Zeitreihe aus geordneten, streng zeitabhéngigen Daten besteht. Da
sich diese Arbeit jedoch mit der Auswertung geodéatischer Zeitreihen in der Bauwerks-
Uberwachung beschéttigt, ist eine mathematisch-technische De nition flir eine Zeitreihe
zu wahlen. Hierfir muss zunachst die Begri ichkeit der stochastischen Prozesse vollum-
fanglich erklart werden, da diese eng mit dem Begri der Zeitreihe verbunden ist.

Zunachst wird eine Beobachtung zu einem bestimmten Zeitpunkt als Realisierung ei-
ner ZufallsvariablenX; angenommen. Oftmals ist jedoch ein zeitabhangiger Prozess mit
mehreren Zeitpunkten von Interesse, sodass dieser als Realisation einer Menge von Zu-
fallsvariablen betrachtet werden kann, wobei der Zeitindex bestimmte Zeitpunkte aus
einer MengeT durchlauft. Dies fuhrt zur folgenden De nition nach [Neusser u. Wagner,
2022]:

Ein stochastischer Prozes§ X gt ist eine mitt 2 T indexierte Folge von reellwertigen
ZufallsvariablenX; die alle auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum de niert sind.

Dabei bezeichnetT eine geordnete Indexmenge, Ublicherweise die Zeit. Unter anderem
werden folgende Indexmengen de niert:

diskrete Zeit: T

f1,2;:::9=N;

diskrete Zeit: T

fiiny 20 1,0,1;,2:::9=Z

stetige Zeit: T =[0;1 )= R* bzw.(1 ;1 )= R:
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Aufgrund der diskreten Eigenschaft von Prozessen in der Geodasie und deren Beobach-
tungen kann auf eine stetige Betrachtung von stochastischen Prozessen an dieser Stelle
verzichtet werden. Erwdhnenswert im Zusammenhang mit der Zeit ist, dass die Index-
mengeT geordnet ist und somit eine zeitliche Richtung aufweist. Nachdem der Begri

des stochastischen Prozesses sowie dessen Eigenschaften wie die Abhangigkeit vom Zufall
und einer zeitlichen Ordnung festgelegt ist, kann der Begri der Zeitreihe de niert wer-
den. Der stochastische Prozess bildet das Fundament der Zeitreihe:

Die Funktiont! X, welche jedem Zeitpunkt die Realisation vonX;, bezeichnet mitx;,
zuweist heiyt Realisation oder Trajektorie des stochastischen Prozesses. Sie wird mit
f x¢g bezeichnet und stellt die Zeitreihe dar.

Der Begri Zeitreihe wird hdu g, wenn auch nicht immer prazise, sowohl fiir die Realisati-

on bzw. Trajektorie als auch fir den zugrunde liegenden stochastischen Prozess verwendet.
Streng genommen stellt die Trajektorie jedoch lediglich eine einzelne Realisation des zu-

grunde liegenden stochastischen Prozesses dar und reprasentiert somit eine spezi sche
Beobachtung innerhalb einer potenziell unendlichen Menge maglicher Verlaufe.

Eine interessante und fur den Inhalt dieser Arbeit wichtige Betrachtungsweise einer Zeitrei-
he liefern [Foppe u. Neitzel, 2014]. Dort wird das additives Modell einer Zeitreihe beschrie-
ben, nach dem sich eine Zeitreihe aus mehreren Komponenten zusammensetzt, dem Trend
fr(t), einer zyklischen Komponentd z (t) und dem Rauscheru(t), welche wie folgt be-
schrieben werden:

Als Trend wird eine langfristige, systematische Zu- oder Abnahme des Verlaufs der
Zeitreihe bezeichnet

Als zyklische Komponente wird eine Schwankung im Verlauf der Zeitreihe bezeich-
net, welche sich relativ unveréndert in gleichen Zeitabstanden wiederholt.

Als Rauschen werden normalverteilte Anderungen der Messgroye bezeichnet, welche
in der Regel durch zufallige Fehler bei der Datenerfassung hervorgerufen werden.

Es wird angenommen, dass sich die drei Komponenten additiv tberlagern, was zum Modell
der additiven Zeitreihe flhrt:

x(t) = fr () + f2(1) + u(t) (2.1)

Diese Anschauung ist hinsichtlich der Bescha enheit von geodétischen Beobachtungen und
Zeitreihen zutre end und wird aus diesem Grund als Modell aufgegri en und verwendet.
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2.2 Beispiele fur Zeitreihen in nicht-geodatischen
Disziplinen und deren Auswertung

Die Zeitreihenanalyse und ihre zugrunde liegenden mathematischen Werkzeuge stammen
urspringlich aus dem Gebiet der Signalverarbeitung und Signalanalyse. Fir die Signal-
analyse werden dem interessierten Leser Quellen wie [Mertins, 2023], [Kroschel et al.,
2011] oder [Ho mann u. Wol , 2014] empfohlen, die die Signalanalyse anschaulich, den-
noch in anspruchsvoller und fortgeschrittener Weise abhandeln. In der heutigen Zeit hat
die praktische und angewandte Zeitreihenanalyse zum Teil Einzug in die Geodasie erhal-
ten, wobei sie dort immer noch eine Nische flr Spezialanwendungen darstellt.

Auch andere Fachdisziplinen bedienen sich der Werkzeuge der Zeitreihenanalyse. Diese
Fachgebiete und ihre Nutzung der Zeitreihenanalyse sollen in diesem Kapitel grob und
beispielhaft dargestellt werden, um einen breiteren Uberblick Gber die enorm vielfaltigen
Anwendungsmaglichkeiten zu geben.

Einen sehr bedeutenden Anwendungsbereich ndet die Zeitreihenanalyse in den Wirt-
schaftswissenschaften. Dort beruht jede moderne, 6konomische Theorie auf Ansatzen aus
der Zeitreihenanalyse. Sie ist bereits in alle Teilgebiete der Wirtschaftswissenschaften vor-
gedrungen und hat vor allem in der Makrookonomie und der Finanzmarktékonomie einen
besonderen Stellenwert erreicht. Dieser Umstand ist historisch bedingt, da bereits friih
damit begonnen wurde in diesen Gebieten systematisch Daten zu erheben. Fir weitrei-
chende Datenauswertung reicht eine einfache Betrachtung von Zeitreihen in Form von
Tabellen oder Gra ken nicht aus; diese sind lediglich der erste Schritt einer umfassen-
den Analyse. Analysiert werden typischerweise wirtschaftswissenschaftliche Kennzahlen
wie In ationsraten, Aktienkurse, Zinssatze, Umséatze und Gewinne eines Unternehmens,
Beschéftigtenzahlen, Dynamiken auf dem Weltmarkt oder Bruttoinlandsprodukte. Sollen
mehr als eine Zeitreihe gleichzeitig betrachtet werden, wie in den Wirtschaftswissenschaf-
ten oft tblich, so wird die multivariate Zeitreihenanalyse praktiziert [Neusser u. Wagner,
2022]. Ein praktisches Beispiel einer angewandten Zeitreihenanalyse wird in [Neusser u.
Wagner, 2022, S. 95 .] mit der Modellierung des realen Bruttoinlandsprodukts der USA
beschrieben.

Auch in der empirischen Sozialforschung wird auf die Zeitreihenanalyse zurtickgegri en.
Untersuchungsgegenstand soziologischer Zeitreihen kbnnen beispielsweise monatliche Ar-
beitslosendaten sein, jahrliche Kriminalitatsraten, die Entwicklung von Rauschgiftdelik-
ten, die Analyse von Verhalten bestimmter gesellschaftlicher Gruppen oder das Verhalten
von einzelnen Personen, zum Beispiel in Bezug auf das May an Zeit, das mit Arbeit,
Freizeit und mit Freunden verbracht wird. Zeitreihen in der Sozialforschung sind zumeist
eine spezielle Art von Langsschnittdaten [Metz u. Thome, 2022].

Ein Phanomen, dessen Analyse das tagliche Leben in erheblichem Maye beein usst, ist
das Wetter und die damit verbundene Meteorologie. Die zeitabhangigen Gréyen meteo-
rologischer Beobachtungen und Messungen kdnnen stets als Reihenentwicklungen ortho-
gonaler Funktionen dargestellt werden, die mit den Werkzeugen der Zeitreihenanalyse
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ausgewertet werden. So spielen diese eine wichtige Rolle, um klimatische Muster zu iden-
ti zieren, Wettervorhersagen zu verbessern und langfristige Klimaentwicklungen zu un-
tersuchen. Beispiele meteorologischer Zeitreihen sind Temperaturentwicklungen, Nieder-
schlagsmengen, Windgeschwindigkeiten, Sonneneinstrahlungsraten, Luftdriicke und Par-
tikelverteilungen sowie Zusammensetzungen in der Atmosphéare. Verwendete Werkzeuge
sind hierbei die Fourier-Analyse zur Vorhersage periodischer Klimazyklerxponential
Smoothing (ETS) fur kurzfristige Wetterprognosen, GARCH-Modelle zur Modellierung
extremer Wettervariation oder Markov-Ketten zur Modellierung von Wetterzustanden.
[Foken u. Mauder, 2024, S. 131 ] liefert anschauliche Beispiele zur Auswertung meteoro-
logischer Zeitreihen, wie etwa die Analyse der Vertikalwindstruktur iber einem Wald mit
Hilfe der Wavelet-Transformation. Gegenstand aktueller Forschungen ist die Behebung
von Storein Ussen auf Wetterradardaten, hervorgerufen durch Windenergieanlagen. Das
Verbundvorhaben RIWER - Removing the In uence of Wind-Park-Echoes in Weather-
Radar-Measurements hat sich mit der Identi kation und Modellierung von gestorten
Daten durch sog. Gap-In lling-Algorithmen  mit Werkzeugen der Signal- und Zeitrei-
henanalyse wie der Gabor- und der Wavelet-Transformation beschaftigt [Teschke et al.,
2024].

In der Medizin wird die Zeitreihenanalyse im Kontext der Auswertung von EKG- und
EEG-Signalen verwendet. In der Kardiologie beispielsweise wird die Herzaktivitat als
zeitliche Abfolge elektrischer Signale erfasst und mit der Spektralanalyse ausgewertet.
Die Fourier-Transformation wird hierbei zur Untersuchung der Frequenzkomponenten
der Herzfrequenzvariabilitdt verwendet. Die Wavelet-Transformation wird zur Detekti-
on von abrupten Anderungen der Herzfrequenz wie dem Vorho immern eingesetzt. Auch
das Elektroenzephalogramm (EEG), welches zur Analyse von Gehirnaktivitaten verwen-
det wird, nutzt die Spektralanalyse zur Untersuchung von beispielsweise Schlafmustern,
Epilepsie oder Bewusstseinszustanden. Fourier- und Wavelet-Transformationen liefern Er-
gebnisse zur Untersuchung von Alpha-, Beta- und Gamma-Wellen, solgidden-Markov-
Models , dienen der Erkennung von Ubergéangen zwischen Wach-, REM- und Tiefschlaf-
phasen. Zudem werden auch Werkzeuge wie die Kreuzkorrelation eingesetzt, um beispiels-
weise Abhéangigkeiten zwischen Blutdruck und anderen Variablen wie Stress und Medika-
menteneinnahme zu untersuchen.

Weitere Beispiele sind die Auswertung von Daten, erfasst von Seismografen, in der Erd-
bebenforschung, oder die digitale Bildverarbeitung, in der die Fourier-Transformation zur
Komprimierung von Bildern verwendet wird, um geringere Dateigroyen zu erreichen. Ver-
einfacht dargestellt wird die Pixelmatrix eines Bildes in einen Zeilenvektor umgewandelt,
Uber den eine Fourier-Transformation angewendet wird; die Fourier-Koe zienten stellen
die Pixelwerte beziehungsweise den Farbverlauf des Bildes dar. Speicherplatzeinsparun-
gen werden erreicht, indem nur einige der errechneten Fourier-Koe zienten gespeichert
werden.
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2.3 Beispiele fur Zeitreihen in der Geodasie und deren
Auswertung

Die Zeitreihenanalyse ndet Anwendung in einigen Teilbereichen der Geodéasie. Vor al-
lem in der Bauwerkstberwachung wird Zeitreihenanalyse praktiziert, weitere Beispiele
sind in der Fernerkundung, der GNSS-Messung, der Modellierung der Atmosphére und
lonosphare sowie der Bestimmung der Erdgestalt und deren Variation zu nden. Die
Frequenzen der Signale, die durch die Zeitreihenanalyse aufgedeckt werden sollen, variie-
ren dabei stark. Wahrend Zeitreihen in der Fernerkundung Veréanderungen tber Monate
oder gar Jahre enthalten (Niedrigfrequenzbereich) werden in der Bauwerkstiberwachung
Schwingungen im niedrigen, einstelligen Hertzbereich (Mittelfrequenzbereich) untersucht.
Dartber hinaus wird der Bereich mittlerer Frequenzen durch beispielsweise die Untersu-
chung von Vibrationen in Fertigungsprozessen oder in der Automobilindustrie erweitert.
Die Vibrationen, die durch die Leerlaufdrehzahl eines Automotors hervorgerufen werden,
liegen im Bereich von 600 mi bis 1000 mint, das entspricht 10 Hz bis 16 Hz. Im oberen
Bereich des Frequenzspektrums nden sich innerhalb der geodatischen Zeitreihenanalyse
Anwendungen wie die Auswertung von Echolotsignalen im Rahmen von Peilungen, Seek-
artierungen und Meeresforschung. Die Frequenz der Echolotsignale liegt Ublicherweise im
Bereich von 10 kHz bis 200 kHz (Hochfrequenzbereich). Die Beispiele von geodéatischen
Zeitreihen und deren Auswertung sind sehr vielfaltig, es soll an dieser Stelle ein kleiner
Uberblick tiber die besonders interessanten Beispiele geliefert werden:

A

BauwerksuberwachungAnalyse von Schwingungen und Deformationen in Bausub-
stanzen durch Bauen im Bestand, Analyse von Tagesgéngen von Bauwerken hervor-
gerufen durch Warmeeinleitung in Folge von Sonnenstrahlung, Analyse von Defor-
mationen hervorgerufen durch Windlasten.

LandesvermessungVeranderung von Lage- und Hohennetzen und deren Realisie-
rungen, den Lage- und Hohenfestpunkten, Messung von Referenzpegeln.

Industrievermessung Analyse von Deformationen in einer Fertigungsanlage durch
Vibrationen im Fertigungsprozess.

Fernerkundung Veranderung des Permafrostbodens oder von Eisgebilden in der
Arktis durch Auswertung von Zeitreihen aus Daten der Radarfernerkundung, Satel-
litenaltimetrie oder inSAR-Daten, Entwicklung von Waldbestanden durch Auswer-
tung von NDVI-Zeitreihen, Entwicklung von Meeresober &chentemperaturen.

Erdvermessung Veranderung von Nutation und Préazession (Ver&nderung der Er-
drotationsachse) uber die Zeit, Uberwachung von Plattenbewegungen und Konti-
nentaldriften durch beispielsweise VLBI, Erdmagnetfeldvariationen.

In den vielfaltigen Beispielen, in denen innerhalb der Geodasie Zeitreihenanalyse prakiti-
ziert wird, kommen vorwiegend Werkzeuge wie Korrelationsanalysen (Auto- und Kreuz-
korrelation), Fourier-Analyse und -Transformation, Wavelet-Analyse und -Transformation
sowie Varianzanalysen zu Zeitreihen zum Einsatz. Einige dieser Methoden sind Kernin-
halte dieser Arbeit und werden in nachfolgenden Kapiteln detaillierter behandelt.
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2.4 Voraussetzungen flur die Auswertbarkeit von
Zeitreihen

Damit eine Zeitreihe mit Mitteln der Spektralanalyse hinsichtlich im Signal enthaltenen
Frequenzen und Amplituden korrekt oder tGberhaupt ausgewertet werden kann, muss eine
Reihe von Voraussetzungen erflllt sein. Vor der Auswertung einer Zeitreihe durch bei-
spielsweise die Fourier-Analyse ist es empfehlenswert, die Zeitreihe vorab auf die in den
nachfolgenden Unterkapiteln beschriebenen Eigenschaften zu tberprifen. Werden diese
nicht oder nicht hinreichend beachtet, so kann keine korrekte Auswertung der Zeitreihe
gewabhrleistet werden.

2.4.1 Stationaritat

Vereinfacht dargestellt ist eine Zeitreihe stationar, wenn sie Uber ihren Verlauf unverander-
lich hinsichtlich ihres Erwartungswerts bleibt, sich somit ihr Mittelwert und ihre Varianz
Uber die Zeit nicht &ndern, ihr stochastisches Verhalten ist gleichbleibend. Dartber hin-
aus wird zwischenschwacher Stationaritdt  und strenger Stationaritdt  unterschie-
den [Shardt u. Weiy, 2021]. Stationaritat ist eine wichtige Eigenschaft, deren Erfullung
maygebliche Bedeutung hat, wenn im Rahmen einer Zeitreihenanalyse korrekte und wahr-
heitsgemaye Ergebnisse erreicht werden sollen.

Eine Zeitreihe wird alsstreng stationdr bezeichnet, wenn das probabilistische Verhal-
ten (Verteilungs- und Dichtefunktionen) einer jeden Teilmenge von Stichproben aus der

Realisation des stochastischen Prozesdes; X+1;:::; Xi+jg mit der zeitversetzten Menge
fXt+ ks Xer ka1 005 Xee ke O Identisch ist:

P(Xt <C1;1i1iXerj <Cj) = P(Xpwk <C15010 5 Xewkrj <Cj); (2.2)
gultigistdies furallej = 1;2;:::; alle Zeitpunktet = ty;t,;:::; alle Konstantenc;; c;;:::; ¢

und alle Verschiebungerk = 0;1;2;:::.

Dies bedeutet, dass die Verteilungsfunktion und Dichtefunktion der Variablen zu jedem
Zeitpunkt gleich sind, somit alle statistischen Eigenschaften gleich sind. In der Praxis
kann die Feststellung der strengen Stationaritat flr einen stochastischen Prozess aller-
dings schwierig sein. Aus diesem Grund wurde eine schwéachere Formulierung eingefuhrt,
die nur die ersten beiden Momente einschrank:

Eine Zeitreihe wird alsschwach stationdr bezeichnet, wenfjShardt u. Weiy, 2021]:
1. Die Zeitreihe eine endliche Varianz besitzt.

2. Der Mittelwert der Zeitreihe konstant und unabhéngig von der Zeit ist, sodass=
E(xt)

3. Die Autokovarianzfunktion unabhangig von der Zeit ist.



12 2 Zeitreihenanalyse

Wenn nicht anders angegeben, ist bei Verwendung eines als stationar deklarierten Signals
von schwacher Stationaritdt auszugehen. Fir die meisten Anwendungen, so auch die in
dieser Arbeit praktizierte Zeitreihenanalyse, ist dies ausreichend.

2.4.2 Ergodizitat

Der Begri Ergodizitat stammt aus den Ergoden-Satzen von 1931/1932. Physikalische
Systeme, bei denen zeitliche Mittelwerte von Parametern gegen die Ensemble-Mittel kon-
vergieren, werden ergodisch genannt. Fir einen stochastischen Prozess bedeutet dies, dass,
wenn bei der Berechnung von Erwartungswert und Autokovarianzfunktion das Ensemble-
Mittel (oder auch transversale Mittel) durch ein Zeitmittel ersetzt werden kann, von einem
ergodischen, stationdren Prozess gesprochen werden kann. Dies geschieht auf Grundlage
lediglich einer Musterfunktion. Eine Folge daraus ist, dass eine Zeitreilie;g ergodisch

ist, wenn von ihr auf eine andere Zeitreihéy;g geschlossen werden kann [Neuner u. Fop-
pe, 2009].

Bei tieferer Betrachtung dieses Umstandes wurde vorausgesetzt, dass bei der Berechnung
der Bestimmungsstticke eines stochastischen Prozesses wie dem Mittelwert oder der Kova-
rianzfunktion die Dichtefunktion bekannt ist. Notwendig ist dies, da in der Dichtefunktion

die Informationen uber alle Musterfunktionen, welche in ihrer Gesamtheit den stochas-
tischen Prozess beschreiben, enthalten sind. In der Praxis ist dies jedoch problematisch,
da oft nur eine Musterfunktion bekannt ist. Deshalb muss von der Hypothese ausge-
gangen werden, dass das verfigbare Messsignal, eiiee bekannte Musterfunkton also,

den gesamten Prozess reprasentiert. Es wird in diesem Fall von dggodenhypothesge-
sprochen, welche nur fur stationdre Prozesse gelten kann. Mit der Stationaritat als erste
Spezialisierung, ist die Ergodizitat die zweite Spezialisierung, die notwendig ist, um in
der technischen Praxis statistische Verfahren anwenden zu kénnen. Es handelt sich um
eine Hypothese, da nicht bewiesen werden kann, dass die eine verfugbare Musterfunktion
den gesamten Prozess reprasentiert, so dass aus ihr alle den Prozess beschreibenden sta-
tistischen Parameter extrahiert werden konnen. Bei Giltigkeit der Ergodenhypothese gilt
somit fur den Mittelwert eines stochastischen Prozessés(k) mit der Realisation x(k)
[Kroschel et al., 2011]:

x(k); (2.3)

fir die Varianz des stochastischen Prozesses:

2 24 — |} 2 2 .
PEERC s m e X (2.4)

und fir die Kreuzkorrelationsfunktion des stochastischen Prozesses:

. 1
rxy ()= EfX(k) Y(k )g= lm o—-
! -

x(k) y(k ) (2.5)

K
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2.4.3 Zentrierung

Eine Zentrierung der Zeitreihe beziehungsweise Realisati®g(k) des stochastischen Pro-
zessesX (k) wird notwendig, weil diese ein unerwiinschtes O set enthélt - kein Sensor
startet so, dass der Mittelwert seines erfassten Datensatzes exakt bei Null liegt. Ein Bei-
spiel hierfir kann die Betrachtung von Beschleunigungswerten in Z-Achse sein, welche
durch einen Beschleunigungssensor erfasst wurden, deren gemessene Werte der kinema-
tischen Beschleunigung entlang der Z-Achse einen O set in HOhe der ortlich wirkenden
Schwerebeschleunigung von ~9,8lenthalten. Die gesamte Zeitreihe kann zur Behebung
um dieses O set reduziert werden. Eine weitere Moglichkeit der Zentrierung bietet das Re-
duzieren um den Mittelwert der Zeitreihe, sofern diese mindestens schwach stationar ist,
das heiyt, ihr Mittelwert tGber die Zeit konstant ist. Ist dies nicht der Fall, muss zunachst
der in der Zeitreihe enthaltene Trend behandelt werden.

2.4.4 Trendbefreiung

Langfristige Trends sind hau g auftretende Merkmale von Zeitreihen in geowissenschaft-
lichen und messtechnischen Daten. Grinde dafir kdnnen in den Bescha enheiten von
Sensoren allgemein begriindet sein, beispielsweise sind die Daten von Beschleunigungs-
sensoren auf MEMS-Basis aus dem Low-Cost- und Consumer-Bereich mit starken Driften
behaftet, da diese im Formfaktor sehr klein und extrem kostengtinstig produziert werden.
Sensorbasierte Driften sind oft stark temperaturabhéngig und kénnen beziehungsweise
sollten durch Kalibrieransétze behoben werden. Ublich sind hierbei Kalibrieransatze auf
Basis der Methode der Minimierung der Verbesserungsquadratsumme, also der Ausglei-
chungsrechnung.

Trends in Zeitreihen kénnen linear auftreten, in Form von quadratischen oder kubischen
Funktionen oder in seltenen Fallen als Polynomfunktionen héherer Ordnung. Zumeist
wird in Vorbereitung der Auswertung einer Zeitreihe ein linearer Trend ermittelt und die
Zeitreihe von diesem Trend befreit. Sollte ein vorliegender linearer Trend nicht behandelt
werden, so wird dieser von beispielsweise der Fourier-Analyse als sehr lange Periode mit
sehr niedriger Frequenz interpretiert. Bei Anwendung der Fast-Fourier-Transformation
tritt demnach im Amplitudenspektrum ein Peak mit sehr hohem Energieniveau bei einer
Frequenz nahe null auf. Anschaulich mit Beispielen auf Basis von Matlab-Skripten wird
dieser Umstand in [Trauth, 2022, S. 202 .] beschrieben. An dieser Stelle soll anhand
eigens simulierter Daten der Ein uss von trendbehafteten Daten verdeutlicht werden. Zu-
nachst wird eine Sinusschwingung mit hoher Abtastrate und einer Frequenz vbn= 5Hz

und einer Amplitude von A = 0; 5 simuliert (Abbildung 2.1)
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Abbildung 2.1: Simulierte Daten: Sinusschwingung mitf =5Hz, A =0;5

Die simulierte Sinusschwingung wird nun normalverteilt mit einer Standardabweichung
von s = 0; 6 verrauscht (Abbildung 2.2).

Abbildung 2.2: Simulierte Daten: Sinusschwingung mit normalverteiltem Rauschens =0; 6

Den verrauschten Daten wird im Anschluss ein linearer Trend mit einem O set voh =
0; 15 und einem Maystabsfaktor vorm = 0; 2 hinzugefugt (Abbildung 2.3).
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Abbildung 2.3: Simulierte Daten: Sinusschwingung mit linearem Trendb=0;15 m =0;2

Wird nun auf die linear trendbehafteten Daten eine Fast-Fourier-Transformation ange-
wendet, so interpretiert diese den linearen Trend als eine Schwingung mit extrem langer
Periode beziehungsweise extrem niedriger Frequenz. Ersichtlich wird dies im Amplituden-
spektrum. Hier ist der lineare Trend deutlich als Peak mit einer Frequenz nahe null Hertz
sichtbar. Der lineare Trend liefert sogar eine Amplitude in der gleichen Gréyenordnung
wie die Amplitude des Nutzsignals (Abbildung 2.4).

Abbildung 2.4: Simulierte Daten: Amplitudenspektrum der Sinusschwingung mit linearem Trend
b=0;15 m=0;2
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FiUr die Abspaltung und Beseitigung von Trends in Zeitreihen gibt es mehrere Ansétze.
Regressionsansatze, sowohl linearer als auch polynomialer Natur, kbnnen stets als Aus-
gleichungsproblem nach der Methode der Minimierung der Verbesserungsquadratsumme
behandelt werden. Vorteilhaft ist hierbei, dass durch die Ausgabe der Qualitatsparame-
ter der Ausgleichungsrechnung die ermittelten Parameter der Trendfunktion mittels sta-
tistischem Test auf Signi kanz gepruft werden kénnen. Auf die Regressionsansétze zur
Ermittlung einer Trendfunktion soll an dieser Stelle nicht weiter eingegangen werden,
hierfir wird auf die einschlagige Fachliteratur wie [Bourier, 2022], [Becker et al., 2024]
oder [Shardt u. Weiy, 2021] verwiesen. Beispielsweise zu nennen sind die gewdhnliche
oder gewichtete Kleinste-Quadrate-Regression fur lineare Trends oder das Gauy-Newton-
Verfahren fur nichtlineare Regression.

Im Beispiel der simulierten Daten wurde ein linearer Trend mit einem O set und einem
Maystab (rot) ermittelt und von dem Signal abgezogen (grun), wie in Abbildung 2.5
ersichtlich.

Abbildung 2.5: Simulierte Daten: Trendfunktion bestimmt und abgezogen,b=0;15 m=0;2
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Wird nun eine Fast-Fourier-Transformation auf die vom Trend befreiten Daten angewen-
det, so enthalt das Amplitudenspektrum keine falsch interpretierten, niederfrequenten
Peaks mehr, welche kein untersuchtes Nutzsignal darstellen (siehe Abbildung 2.6).

Abbildung 2.6: Simulierte Daten: Amplitudenspektrum der vom Trend befreiten Daten

Abschlieyend ist anzumerken, dass die Ermittlung und das Abziehen einer Trendfunkti-
on mit Vorsicht und Verstand zu betreiben sind. Wird der Grad der Trendfunktion zu
hoch angesetzt und bildet keinen signi kanten Trend ab, so kann es passieren, dass ein
in den Daten vorhandenes Nutzsignal durch das Abziehen der Trendfunktion verfalscht
und geglattet wird. Eine Polynomfunktion zweihundertsten Grades als Trendfunktion bei-
spielsweise nahert sich immer weiter an das Nutzsignal beziehungsweise das Rauschen an
und glattet das eigentliche Signal, das interpretiert werden soll.

2.4.5 Fuillen von Datenliicken

Die Zeitreihenanalyse und die von ihr angewendeten Methoden erfordern eine Realisati-
on des stochastischen Prozesses mit konstanter Schrittweité = const: beziehungsweise
Abtastfrequenz it In der heutigen Zeit liefern dauerhaft registrierende Instrumente und
Sensoren Messdaten, die zeitlich &quidistante Zeitreihen darstellen, dennoch kann es in
der Praxis vorkommen, dass der zeitliche Abstand zwischen zwei Messwerten nicht im-
mer konstant ist. Die damit entstandene Datenlicke muss unter Umstanden untersucht
und behoben werden, damit die Zeitreihe korrekt ausgewertet werden kann. Datenliicken
in Zeitreihen kdnnen verschiedene Ursachen haben, oftmals kann eine fehlerhafte Daten-
kommunikation und -tbertragung verantwortlich gemacht werden. Ebenfalls denkbar sind
beispielsweise kurzfristige Stromausfélle oder temporare Zielverdeckungen.
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Die nachfolgende Abbildung 2.7 zeigt die zuvor simulierten Schwingungsdaten mit einer
Datenliicke Giber 3000 ms also 3,0 s. Bei einer Messfrequenz von 500 Hz fehlen somit 1500
Messwerte in der Zeitreihe.

Abbildung 2.7: Simulierte Daten: Sinusschwingung mit normalverteiltem Rauschen und Daten-
lUcke

Wird die Zeitreihe mit Datenliicke in den Frequenzbereich transformiert, so kommt es zu
falschen Ergebnissen im Amplitudenspektrum. Die Form des Peaks ist nicht sauber und
die Amplitude wird deutlich zu niedrig berechnet (Abbildung 2.8):

Abbildung 2.8: Simulierte Daten: Amplitudenspektrum der Zeitreihe mit Datenliicke
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Sollte in einer Zeitreihe eine Datenllicke detektiert worden sein, die Handlungsbedarf
erfordert, so wird die Datenllicke meist durch Interpolationsverfahren geschlossen. Eine
Madoglichkeit bietet die in [Neuner u. Foppe, 2009] beschriebene Kollokation, die sowohl
informative, zuféllige Anteile in Form des Signals als auch nicht-informative zufallige An-
teile in Form des Rauschens schétzt. Die Kollokation nutzt die Ausgleichungsrechnung in
Form des Gauy-Helmert-Modells. Verwendbar sind zudem eine Reihe von weiteren Inter-
polationsverfahren, sofern diese sinnhaft auf den individuellen Fall anwendbar sind. Die
einfachste Methode ist didineare Interpolation, die neue Werte der Realisation bezlig-
lich eines aquidistanten Zeitvektors berechnet, indem sie eine gerade Linie zwischen zwei
benachbarten Werten zieht und den fehlenden Messwert an der Stelle des betre enden
Zeitstempels auf der Linie berechnet. Schwierig wird die Anwendung dieser Interpolation,
wenn die Licke mehr als einen fehlenden Messwert umfasst, dann sind andere Interpo-
lationsverfahren wie diekubische Spline-Interpolatiornvon No6ten. Diese bildet zur Inter-
polation stlickweise stetig di erenzierbare Kurven, die mindestens vier Datenpunkte ftr
jeden Schritt benotigen. Diese Methode ist vorteilhaft, um in Daten enthaltene Hochfre-
guenzinformationen zu erhalten. Der Nachteil ist jedoch, dass steile Gradienten in den
Daten, welche typischerweise in der Nahe von Minima und Maxima auftreten, stérende
Amplituden in der interpolierten Zeitreihe verursachen [Trauth, 2022].

Auch Anséatze nachNewton oder Lagrange sind denkbar. Bei derLagrange schen
Interpolation beispielsweise wird die Aquidistanz der Messzeitpunkte ausdrucklicticht
vorausgesetzt [Ho mann u. Wol , 2014].

2.4.6 Eliminierung von Ausreiyern

Ausreiyer sind Werte, die Uber zufallige Rauschanteile hinaus nicht in den Verlauf der
Zeitreihe passen. Ihr Betrag hebt sich deutlich von dem ihrer Nachbarwerte ab, eine
Quanti zierung ist hierbei individuell in Abhangigkeit von Standardabweichung und Mit-
telwert vorzunehmen. Eine Orientierung kann die Faustregel der dreifachen Standard-
abweichung hinsichtlich der Signi kanz eines Ausreiyers bieten. Grunde fur Ausreiyer
konnen eine fehlerhafte Datenubertragung oder ein Defekt des Sensors sein. Ausreiyer
kdnnen durch einen Grenzwert beziehungsweise Threshold, abhéngig von der Standard-
abweichung der Zeitreihe, detektiert werden. Bei Detektion eines Ausreiyers kann dieser
analog zu einer Datenliicke mit einem, abhéngig von der Nachbarschaft, interpolierten
Wert behandelt werden. Ausreiyer spielen bei langen Zeitreihen und groyen Datenmen-
gen eine untergeordnete Rolle. Dennoch ist kritisch und mit Sachverstand vorzugehen,
kritisch ist, wenn ein Datensprung behandelt wird, bei dem es sich um eine tatséachliche
Signalanderung wie eine Deformation handelt, hierbei wirde wertvolles Nutzsignal her-
ausge ltert werden. Ausreiyer haben einen negativen Ein uss auf die Ergebnisermittlung
innerhalb der Zeitreihenanalyse. Er stellt dabei einen sehr steilen Signalverlauf dar, der
durch die Fourier-Analyse als lange Periode interpretiert wird.
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2.4.7 Beseitigung von Datenspringen

Datenspriinge sind abrupte Anderungen der Zeitreihe im Zeitbereich. Sie zeichnen sich
durch eine unnatirlich hohe Anderung der Eingangsgréye des Sensors aus. Schon gerings-
te Spannungsanderungen und -schwankungen, hervorgerufen durch die Stromversorgung,
konnen Datenspringe verursachen. Auch ein Sensordefekt oder eine unfachmannische In-
stallation der Sensorplattform kdnnen mogliche Grinde flr Datenspriinge sein.
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Nachfolgende Abb. 2.9 verdeutlicht einen Datensprung der Zeitreihe im Zeitbereich.

Abbildung 2.9: Simulierte Daten: Sinusschwingung mit Rauschen und Datensprung

Datenspriinge sind insofern problematisch fir die Auswertungen von Zeitreihen mit Werk-
zeugen der Fourier-Analyse, als dass der Datensprung im Rahmen der Approximation
durch Sinus- und Kosinusschwingungen fehlinterpretiert wird. Bei der Transformation in
den Frequenzbereich fuhrt das zu falschen Energiegehalten, vor allem im niederfrequenten
Bereich. Ersichtlich wird dies in Abbildung 2.10, welche die Fourier-Transformation bzw.
das Amplitudenspektrum der von einem Datensprung behafteten Zeitreihe zeigt.

Abbildung 2.10: Simulierte Daten: Amplitudenspektrum der Zeitreihe mit Datensprung
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In der einschlagigen Fachliteratur wird eine Vielzahl an Methoden behandelt, um abrup-
te Anderungen einer Zufallsgréye in Zeitreinen aufzuspiren. [Trauth, 2022] liefert hier
einige Beispiele. Es gibt sowohl Methoden, die sich fur die Erkennung von Spriingen im
Zeitbereich eignen, wie dieRamp t-Methode, als auch solche, die sich flir den Einsatz
im Frequenzbereich eignen, wie dasvolutionare Spektrumoder dasWavelet-Spektrum
Vorwiegend werden zur Detektion von Spriingen statistische Parameter der Daten wie
zum Beispiel Maye der zentralen Tendenz und der Streuung interpretiert, die in einem
gleitenden Fenster, welches Uber den Verlauf der Zeitreihe geschoben wird, enthalten sind.
Die Genauigkeit der ermittelten Parameter hangt von der L&nge des gleitenden Fensters
ab. Bei einer groyen Fensterbreite werden Parameter wie Mittelwert und Varianz genau
berechnet, jedoch verringert ein groyeres Fenster die Genauigkeit der berechneten An-
derungen der Parameter, also des Datensprungs. Dieses Phanomen wirdGaenander's
Unsicherheitsprinzip der Statistikbezeichnet. Die Prifung der Unterschiede der zentra-
len Tendenz und der Streuung zwischen zwei verschiedenen Schiebefenstern Uber einen
Signi kanztest Uberwindet dieses Problem teilweise. Hierbei wirden klassische t- oder
F-Tests verwendet, um scharfe Ubergange in den statistischnen Parametern auf Signi -
kanz zu prifen. Die beiden Tests gehen von der Grundannahme aus, dass die Stichproben
aus einer Grundgesamtheit auf Basis deBauy 'schen Normalverteilung stammen. Die
nicht-parametrischen Mann-Whitney-  und Ansari-Bradley- Tests bieten eine von
der Verteilung unabhangige L6sung. Hier werden dem interessierten Leser die betre en-
den Kapitel in [Trauth, 2022] empfohlen. Allerdings helfen auch h&u g simplere Losungen
wie das graphische Aufdecken in einfachen Plots und das anschlieyende, stlickweise Aus-
werten.

2.4.8 Leck-E ekt und Fensterfunktionen

Um den Nutzen von Fensterfunktionen in der Zeitreihen- und Spektralanalyse zu ver-
deutlichen, muss zunéachst der sogenannteeck-E ekt oder engl."Leakage-E ect" erklart
werden. Dieser stellt eine spezielle Problematik der Spektralanalyse dar, die auftritt, wenn
das zu analysierende Signal zeitlich nicht begrenzt ist, aber eine Spektralschatzung auf
der Basis lediglich eines begrenzten und endlichen Ausschnitts des Signals erfolgt. Dies
gilt fur alle diskreten Integraltransformationen, die auf Grundlage einer diskreten Men-
ge an Abtastwerten ein eigentlich zeitkontinuierliches Signal analysieren. Als Folge treten
Spektralkomponenten im Frequenzbereich auf, die von der Anwendung herkommend nicht
erwartet werden. Dieser Fall betri t fast alle Anwendungsfalle zur Analyse geodéatischer
Zeitreihen innerhalb der Ingenieurgeodéasie und weiterer Fachdisziplinen der Geodésie wie
der Landesvermessung oder der Fernerkundung.

Der Grund fur den Leck-E ekt wird in [Mertins, 2023] anschaulich behandelt und kann
anhand einerN -Punkte-DFT eines abgetasteten komplexen Exponentialsignals der Fre-
guenz! o gezeigt werden, welche sich zu:

X 1
X(ky= ¢ one

n=0

j2nk
N

(2.6)
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ergibt.

Wenn ! ¢ hierbei ein ganzzahliges Vielfaches voh=N ist und also!y = 2 k =N mit

ko 2 Z qilt, so wird nur der DFT-Koe zient X (ko) ungleich null sein. Die DFT liefert
somit das exakte SpektrumX (K) = N y.,-

Wenn dagegen qgiltt g = ko 2=N + mitj j 1=2und 6 0, dann werden alle Fou-
rierkoe zienten X (k) von null verschieden sein. Dies beschreibt den Leck-E ekt, dessen
Name von der Vorstellung kommt, dass die vorhandene Spektralkomponente mit der Fre-
qguenz! , in alle ausgewerteten Fourierkoe zientenX (k) hineinleckt beziehungsweise
aus ieyt und dadurch deren Wert verfalscht [Mertins, 2023].

Der Leck-E ekt, das Aus ieyen der Spektralkomponenten, fuhrt allgemein zu betrags- und
phasengewichteten Uberlagerungen der Spektralkomponenten und bewirkt eine Erschwe-
rung der Analyse einer Zeitreihe mit Integraltransformationen, oder macht eine korrekte
Interpretation der Ergebnisse sogar unmdglich. Um den Ein uss dieses Leck-E ekts zu
mindern, kann der zu analysierende Signalausschnitt vor der Analyse durch eine Integral-
transformation mit einer geeigneten Fensterfunktion multipliziert werden. Die gangigsten
Fensterfunktionen und deren Auswirkungen sollen an dieser Stelle kurz erlautert werden.

Man spricht von der Fensterung eines Signals und beschreibt diese durch die Multiplika-
tion der Folge (Zeitreihe) mit der Fensterfolge:

Xw[n] = x[n] w[n] (2.7)

Die dabei einfachste und anschaulichste Fensterfolge ist das Rechteckfenster, welches im
Bereich der Breite des Fensters den Wert 1, ansonsten den Wert O hat:

wln] = . : (2.8)

Der Ein uss eines Fensters, wie beispielsweise eines Rechteckfensters, im Zeitbereich ist
einfach zu beschreiben; die Impulsantwort der Zeitreihe wird auf die LAnge des Fensters
begrenzt und mit der Form des Fensters geformt. Das Betragsspektrum der Rechteckfunk-
tion hat die Form der si-Funktion. Das Rechteckfenster und sein Spektrum ergeben sich
zu:

Wd = wnleln=ein2 SIN =2

=0 sin( =2) (2.9)

Aus Grunden der vereinfachten Darstellung wird fir die Zeitreihe als weiterfuhrendes
Beispiel das zeitkontinuierliche Kosinussignal gewabhilt:
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X(t) = cog! ot) (2.10)

Nach der Abtastung des zeitkontinuierlichen Signals kann, wegen des engen Zusammen-
hangs zwischen dem Spektrum eines zeitkontinuierlichen Signals und seiner Abtastfolge,
das Ergebnis unmittelbar ins zeitdiskrete Ubertragen werden. Damit ergibt sich mit der
normierten Kreisfrequenz

0="!o Ts (2.11)
fur das zeitdiskrete Signal
X[n] = coq ¢n) (2.12)
und daraus sein Spektrum zu:
. K1
X € = [ ( o 2k)+ (+ o 2Kk)] (2.13)
k=1

Die Multiplikation der beiden Folgen (2.7) bewirkt im Frequenzbereich eine Faltung der
Spektren.

Xw € = le g W ¢ (2.14)
Es sei erwahnt, dass das Rechteckfenster in diesem Kapitel aufgrund seiner Einfachheit
lediglich zur Veranschaulichung der Wirkung einer Fensterfunktion, sowohl im Zeit- als
auch im Frequenzbereich verwendet wurde. Sollte ein Rechteckfenster zur Minimierung
des Lecke ekts eingesetzt werden, so funktioniert dies nur ginem speziellen Fall, ndm-
lich wenn die Fensterbreite des Rechteckfensters exakt ein ganzzahliges Vielfaches der
Schwingungsdauer der Signalschwingung betragt. Dann tritt infolge der Fensterung durch
ein Rechteckfenster im Frequenzbereich kein Leck-E ekt auf.
Die Wahl des Fensters in der Fourier-Analyse hat signi kante Auswirkungen auf die Er-
gebnisse im Frequenzbereich. Die Bewertungskriterien fur die Wahl einer Fensterfunktion
beziehen sich stets auf die Ubertragungsfunktion, sind also ablesbar anhand der Fourier-
Transformation im Frequenzbereich. Die gangigsten Fenster sind das Rechteckfenster,
dasBartlett  -Fenster, dasHamming -Fenster oder dassauy -Fenster, welches eine be-
sondere Stellung in dieser Arbeit einnimmt. Dassauy -Fenster wird in den folgenden
Kapiteln naher behandelt.
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Die erwahnten vier Beispiele der Fensterfunktionen sowie deren Fourier-Transformierte
sind der nachfolgenden Abbildung 2.11 zu entnehmen.

Abbildung 2.11: Auswahl von Fensterfunktionen und deren Fourier-Transformierte

Aus der Anschauung einiger Ublicher Fensterfunktionen, sowie deren Spektren im Fre-
guenzbereich, ermittelt durch Fourier-Transformation, ergeben sich einige Bewertungskri-
terien zur Nutzung in der Zeitreihenanalyse [Kammeyer u. Kroschel, 2022]:

Breite des Hauptmaximums:

Die Verbreiterung des Hauptmaximums beziehungsweise -peaks fihrt zu einem schnel-
leren Abfall der Nebenmaxima, erhéht somit die Dynamik der Fensterfunktion und
verringert die Auswirkungen des Leck-E ekts. Jedoch flhrt dies zur Verringerung
der Frequenzau 6sung beziehungsweise -selektivitat. Fensterfunktionen mit breitem
Hauptmaximum werden deshalb alsicht-selektive, dynamische Fenstdoezeichnet.
Jene Fenster mit umgekehrten Eigenschaften, also einem schmalen Hauptmaximum
als selektive, nicht-dynamische Fenster

Relative Amplitude des Nebenmaximums:

Stark auftretende Nebenmaxima der Fourier-Transformierten einer Fensterfunktion
erhohen den Leck-E ekt. Als Kriterium wird das Verhaltnis zwischen Amplitude
des Hauptmaximums und der Amplitude des héchsten Nebenmaximums verwendet.

" Faktor des Leck-E ekts:
Der Leck-E ekt wird durch tiefe Nebenmaxima verringert. Der Faktor des Leck-
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E ekts ist de niert als das Verhaltnis der Leistung unter allen Nebenmaxima zur
Leistung der gesamten Funktion.

Maximaler Abtastfehler:
Der maximale Abtastfehler wird als das Verhaltnis der Amplitude des Hauptmaxi-
mums zur Amplitude bei der Frequenz von, -——— de niert.

eite Fenster

Die genannten Bewertungskriterien kdnnen dazu genutzt werden, eine Fensterfunktion
mit passenden Eigenschaften in Abhangigkeit von der Anwendung zu nden.

2.4.9 Abtastung von zeitkontinuierlichen Signalen und
Nyquist-Shannon-Abtasttheorem

Unter der Abtastung eines zeitkontinuierlichen Signalg(t) (das kdnnen zu beobachtende,
physikalische Ereignisse oder Deformationen sein) versteht man nach [Mertins, 2023] die
Entnahme von Signalwerternx(t,) zu diskreten Zeitpunktent,. In der Geodasie ist hierbei
eine gleichformige Abtastung mitt, = nT; n 2 Z ublich, eine Abtastung zu beliebigen
Zeitpunkten wird selten praktiziert und widersprache der Forderung nach zeitlicher Aqui-
distanz der Abtastwerte in den meisten Methoden der Zeitreihenanalyse. Das Zeitintervall
T wird als Abtastintervall bezeichnet, der Kehrwertf ; = Ti als Abtastfrequenz Die Au-
genblickswertex(nT) sind die Abtastwerte also in der Praxis die Messwerte, die durch
den Sensor erfasst werden. Eine weitere Mdglichkeit der realen Abtastung besteht darin,
anstelle der Augenblickswertex(nT) die Uber Intervalle zwischen zwei Zeitpunkten der
Breite To gemittelten Werte Uber Integration zu erzeugen und auszugeben, wie in Formel

(2.15) verdeutlicht ist. .

]

XnT)= = “x(nT tydt (2.15)
To 0

Die wichtigste Grundlage fiir die Zeitreihenanalyse beziehungsweise die Abtastung eines
Signals, welches entweder rekonstruiert oder interpretiert werden soll, stellt delgqvist-
Shannon -Abtasttheorem dar.

Dieses beschreibt die Bedingung, unter der die fehlerfreie Rekonstruktion eines Signals
X(t); t 2 R aus den Abtastwertenx(nT); n 2 Z mdglich ist. Die Herleitung des Ab-
tasttheorems ist Uber verschiedene Wege wie zum Beispiel Uber eine inverse Fourier-
Transformation oder unter Verwendung der Dirac-Impulsfolge mdglich. Die Herleitungen
sollen an dieser Stelle nicht weiter thematisiert werden, hier wird auf [Mertins, 2023, S.
115 .] verwiesen.

Der entscheidende Grundstein fur das Abtasttheorem wurde durch [Whittaker, 1935] in
Form des Beweises geliefertarry Nyquist forschte ebenfalls an diesem Thema und
beschaftigte sich in diesem Zusammenhang mit der Ubertragung von Daten {iber bandbe-
grenzte Kanale und zeigte dabei, dass eine interferenzfreie Ubertragung tber einenf guf
bandbegrenzten Kanal bis zur maximalen Symbolrate van,.x = 2f 4 moglich ist [Nyquist,
1928]. Spater wurde das Abtasttheorem durch [Shannon, 1949] in die Kommunikations-
theorie eingefiihrt. Die maygeblichen Wegbereiter fur die Entwicklung des Abtasttheorems
wurden somit namensgebend fir dasyquist-Shannon -Abtasttheorem.
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Die nun auf fur die Anwendung in der praktischen Zeitreihenanalyse entscheidende For-
mulierung des Theorems lautet:

Ein Signal x(t) kann dann aus seinen Abtastwertex(nT) eindeutig rekonstruiert werden,
wenn x(t) auf die halbe Abtastfrequenz bandbegrenzt ist. Fur die Abtastfrequenz in Hertz
bedeutet died, = £  2f,.

Im Fall f, > 2f, wird von einer Uberabtastunggesprochen, die minimal zulassige Abtast-
frequenz vorf ,.min = 2f 4 wird als Nyquist -Frequenz bezeichnet. In diesem speziellen Fall
von f, = 2f 4 wird auch von derkritischen Abtastunggesprochen. Kann die nach dem Ab-
tasttheorem gegebene minimale Abtastrate nicht eingehalten werden, so bezeichnet man
dies alsUnterabtastung Dies fiihrt zur Uberlappung der spektralen Wiederholungen und
x(t) kann nicht mehr in eindeutiger Weise aux(nT) rekonstruiert werden, da mehrere
Eingangsfrequenzen auf die gleiche Folgé€nT) und somit auf die gleiche Ausgangsfre-
guenz abgebildet werden. Dieser auftretende E ekt der sich tberlappenden spektralen
Wiederholungen wird alsUberfaltung oder Aliasing bezeichnet. Der englische Begri er-
gibt sich aus dem Umstand, dass jeweils mehrere Frequenzen des rekonstruierten Signals
existieren, die als Aliasse voneinander auftreten und die lediglich aus der Kenntnis der
Abtastrate nicht voneinander zu unterscheiden sind [Mertins, 2023].

Verdeutlicht werden kann dieser Umstand und der E ekt desAliasing durch folgende
Gra k, die die Unterabtastung eines Sinussignals darstellt, in dem die Abtastwerte und
das daraus rekonstruierte Signal zwei verschiedene Aliasse liefern:

Abbildung 2.12: Unterabtastung eines sinusférmigen Signals: die Abtastung vox(t) = coq! ot)
mit ! g > '73 liefert die gleichen Abtastwerte wie die Abtastung von Xgjias (t) =
co! ) mit 18=1, 1g

Im Rahmen der Signaltheorie und Verarbeitung wird zur Behebung des Alias-E ekts
entweder das Nutzsignal bandbegrenzt oder ein sogenannter Anti-Alias-Filter verwendet.
Ersteres Losung ist in Bezug auf Signale in der Geodasie nicht mdglich, da diese in ih-
ren Eigenschaften nicht modi zierbar sind, da es sich um zu beobachtende physikalische
Ph&nomene oder Deformationen handelt. Hier ist eine bewahrte Losung, sensorseitig auf
eine hohere Abtastfrequenz zurtickzugreifen, oder die Wahl des Sensors entsprechend an-
zupassen, sodass das Abtasttheorem nicht verletzt wird.






3 Grundlagen der Spektralanalyse

Die Transformation der Welt kommt, wenn wir uns selbst verandern.

(J. Krishnamurti, Indischer Philosoph, 1896 - 1986.)

Als Integraltransformation wird eine Transformation bezeichnet, die eine Funktion aus
ihrem urspringlichen Funktionsraum durch Integration in einen anderen Funktionsraum
abbildet. In der Zeitreihenanalyse werden Integraltransformationen hau g genutzt, um
Funktionen, in diesem Fall Zeitreihen beziehungsweise Realisationen stochastischer Pro-
zesse aus ihrem originaren Zeitbereich in den Frequenzbereich zu transformieren. Dieser
Vorgang erlaubt das Ermitteln von Energiegehalten (Amplituden) und Frequenzen im
Frequenzbereich, die aus der Darstellung im Zeitbereich nicht abzulesen waren.

In den folgenden Unterkapiteln wird der Weg zu der in dieser Arbeit fokussierten Gabor-
Transformation durch die Betrachtung der Fourier-Reihe, anschlieyend der Fourier-Trans-
formation, der Diskreten- und der Fast-Fourier-Transformation und Uber die tiefere Be-
handlung der Kurzzeit-Fourier-Transformation bereitet. Die Gabor-Transformation wird
schlieylich in Kapitel 4 zur Auswertung geodatischer Zeitreihen verwendet und validiert.

3.1 Fourier-Reihe

Die in dieser Arbeit behandelte Fourier-Reihe sowie die darauf aufbauende Fourier-Trans-
formation sind benannt nach dem franzésischen Mathematikdean Baptiste Joseph
Fourier (*21. Marz 1768 in Auxerre;,16. Mai 1830 in Paris).Fourier , Sohn eines
Schneiders, war ein bedeutender Begrinder der angewandten Mathematik des frihen 19.
Jahrhunderts. Infolge der politischen Umbrtiche wéahrend der Franzésischen Revolution
war er in wechselnden Funktionen tatig, unter anderem als Prasident des Revolutionsko-
mitees sowie als Gefangener des revolutionaren Regimes [Demaret et al., 2024].

Im Zuge der AgyptenexpeditionNapoléons nahm Fourier als wissenschaftlicher Be-
gleiter teil. Nach dem Ruckzug der franzésischen Truppen wurde er kurzzeitig von briti-
schen Streitkraften gefangen genommen, konnte jedoch mit umfangreichen wissenschatftli-
chen Aufzeichnungen nach Frankreich zurlckkehreRourier Gbernahm spater das Amt
des Prafekten desDépartements Iséreund war maygeblich an der Trockenlegung der
Sumpfe in der Region Lyon beteiligt, wodurch ein bedeutender Beitrag zur Eindammung
der Malaria geleistet wurde [Demaret et al., 2024].

Im Jahr 1822 wurdeFourier als standiges Mitglied in dieAcadémie des Sciencesufge-
nommen. Im selben Jahr erschien sein Hauptweilthéorie analytique de la chaleyin dem
er eine mathematische Theorie des Warme usses entwickelte. Darin stellte er die Tempe-
raturverteilung in einem eindimensionalen homogenen Medium mittels einer Zerlegung in
trigonometrische Reihen dar und formulierte die Fourier-Reihe als analytisches Werkzeug

29
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zur Lésung der Warmeleitungsgleichung. Er erweiterte diese Uberlegungen durch die Ein-
fuhrung des Fourier-Integrals, woraus sich spater die Fourier-Transformation als zentrales
Verfahren zur Analyse kontinuierlicher Signale entwickelte [Demaret et al., 2024].

Fourier postulierte zudem die weitreichende Annahme, dass beliebige (auch unstetige)
Funktionen durch trigopnometrische Reihen darstellbar seien. Diese Aussage stiey zur da-
maligen Zeit auf erheblichen Widerspruch in der mathematischen Fachwelt, insbesondere
bei Augustin-Louis Cauchy (1789 1857) undNiels Henrik Abel (1802 1829),
die Zweifel an der allgemeinen Konvergenz solcher Reihen auyerten. Bighann Peter
Gustav Lejeune Dirichlet (1805 1859) konnte im Jahr 1829 in seiner ArbeiBur

la convergence des séries trigonomeétriques qui servent a représenter une fonction arbi-
traire entre des limites donnéesnathematisch belegen, dasBouriers Behauptung fur
eine breite Klasse von Funktionen insbesondere fir stiickweise stetige, beschréankte und
di erenzierbare Funktionen gilt. Diese Resultate legten das Fundament fir die moderne
Theorie der orthogonalen Funktionenreihen und deren Anwendungen in der Signalverar-
beitung, Physik und numerischen Mathematik [Demaret et al., 2024].

Folgende Abbildung zeigt ein Olgemalde, auf dedean Baptiste Joseph Fourier in
seiner typischen Kleidung als Prafekt zu sehen ist. Gemalt wurde das Werk um circa 1806
von Pierre-Claude Gautherot

Abbildung 3.1: Olgemaélde vonJean Baptiste Joseph Fourier in seiner Kleidung als Préfekt,
gemalt von Pierre-Claude Gautherot um 1806 [Gautherot, 1806]



3.1 Fourier-Reihe 31

In Vorbereitung fur die Erklarung der Integraltransformationen wird zunachst die Fourier-
Reihe betrachtet. Nach vorheriger, historischer Einordnung der Errungenschaften von
Jean Baptiste Joseph Fourier im Bereich der Mathematik folgt die von ihm postu-
lierte Grundlage fir die Fourier-Reihe:

Jede periodische Funktion mit einer Periodendauel lasst sich als eine Summe von
Sinus- und Kosinusfunktionen mit ganzzahligen Vielfachen einer Grundfrequefz= Tl
ausdricken um die Funktion n&dherungsweise darzustellen beziehungsweise zu approximie-

ren.

Im Folgenden wird die detaillierte Herleitung der Fourier-Reihe nach dem Beispiel aus
[Nitschke, 2017] vorgenommen. Gegeben sei eine Funktiqit), ein Intervall [a; bl und der
Entwicklungsgrad n. Gesucht ist das trigonometrische Polynom

sn(t) = %+ a;coslt + a,cos2t + azcos3t + :::+ a,cosn't

(3.1)
+ bysinlt + bsin2t + bysin3t + :::+ b, sinnlt
als Summendarstellung:
a X . . 2
= §+ (ax cosk!t + b sink!t ); wobei! = b a (3.2)

k=1

der Periodeb a, dasf auf dem Intervall [a; b] optimal approximiert.

Dafurn!l das trigonometrische Polynons,(t) gegen die Funktionf (t) konvergieren

soll, folgt der Ansatz:

ap  * .

> + (ax cosk!t + b sink!t): (3.3)
k=1

f(t)= lim sa(t) =

n'l

Mit den Gesetzmayigkeiten im Zusammenhang mit komplexen Zahl@ogx) = &3

und sin(x) = €& = je" € |asst sich (3.2) durch komplexe Exponentialfunktionen
ausdrucken:

|
ap » eik!t + e ik!t e ik!t eik!t )
f(t)y= —+ + ib 3.4
=35+  a— ib——— (3.4)
|
ao  * a b g L act b
2" ., 2 2 (35)
Zur Vereinfachung werden nun Ausdrticke wie folgt ersetzt:
ib + ib
CO:% (3.6) ck:""kzk 3.7) c:k:a“zk (3.8)
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Damit erhalt man fur (3.5) die vereinfachte und tbersichtliche Form
3 o
f(t) = cel't (3.9)
k=1
Werden nun beide Seiten der Gleichung mi¢ " multipliziert folgt
. * D
f(t)e ™ = gk (3.10)
k=1

Anschlieyende Integration liefert

z z
b "It _ * b i(k )t
f(t)e'" dt= c € dt (3.12)
a k= 1 a
und es gilt far
87 b
Zy 2 — 1P = _ -
dlk O gt = . 1dt=[t],=b a fallsk (3.12)
a -0 fallsk 6 °
=c((b a (3.13)

Der vorangegangene Ausdruck zeigt, dass fiir den FalB ° die Funktionene*'t und €
orthogonal zueinander sind. Diese wichtige Eigenschatft ist die Grundlage daftr, dass eine
Funktion in eine Fourier-Reihe zerlegt werden kann. Jeder periodische Funktionsverlauf
f (t) kann als Summe von Basisfunktioneg®'t dargestellt werden.

Es folgt durch Umstellung die Ermittlung des Fourierkoe zienten ¢

1 %»
S Mt At
C b a . f(t)e dt: (3.14)

Damit folgt fir die reellen Fourier-Koe zienten a, und hy:

1 %» e
ST () e M+ dt (3.15)
a

a = G+ Ck

2 %o
i f (t) cosk!t ) dt (3.16)

a
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z jklt ikt
3 Ck G _ 1 b e e
b = i = i f(t)—i dt (3.17)
2 Zb
= 2 f (t)sin(k!t ) dt (3.18)
a

Die Fourier-Koe zienten kdnnen wahlweise reell oder komplex berechnet werden.

Reelle Berechnung: Komplexe Berechnung:
2 2
| = i I = 2
b a (3.19) b a (3.20)
-2 be(t)cosddt)dt (3.21) S Zbf(t)e Ktdt  (3.22)
&= b a a ' ) G = b a a |
k=0;:::;n k= n;::5;n
2 Zop _ X "
b = f(t)sin(k!t )dt (3.23) Sn(t) = ce” (3.24)
b a a k= n
k=1;:::;n
a X :
Sn(t) = E+ (ax cosk!t ) + b sin(k!t ))
k=1
(3.25)

Die Approximation einer Funktion durch eine Summierung von Sinus- und Cosinus-
Funktionen, also durch Anwendung der Fourier-Reihe, soll an dieser Stelle durch einen
Plot verdeutlicht werden. Zugrunde liegt ein Rechtecksignal mit der Impulshéhe h mit:

8
<h furo t<

T
f(t) = 2 undf(t+nT)=f t)y; n= 1. 20 3::: 3.26
O= " 1 t<q (t+nT)= 1) (3.26)

Es folgt die numerische Berechnung der Fourierkoe zienten durch Summenbildung in
Matlab . Der Gra kst zu entnehmen, dass die Summenbildung mit verschiedener Anzahl
von Summengliedern vorgenommen wurde (1, 2, 20, 100 und 1000 Summenglieder).
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Dies verdeutlicht anschaulich, wie die Fourier-Reihe sich immer weiter der Rechteckfunk-
tion annahert, je hoher die Zahl der Summenglieder der Sinus- und Kosinus-Funktionen
gewahlt wird (Abbildung 3.2).

Abbildung 3.2: Simulierte Daten: Approximation an eines Rechtecksignals durch die Fourier-
Reihe Gber Summenbildung. Darstellung von drei Perioden.

Um einen detaillierteren Blick auf die Approximation zu gewaéhren, folgt die Abbildung
3.3, welche die gleichen Daten, jedoch mit der Darstellung nur einer halben Periode
zeigt.

Abbildung 3.3: Simulierte Daten: Approximation an eines Rechtecksignals durch die Fourier-
Reihe Uber Summenbildung. Darstellung von einer halben Periode.
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Bei Betrachtung von (3.25) wird deutlich, dass bei der Approximation einer Funktion
durch die Fourier-Reihe2n + 1 Unbekannte zu berechnen sind. Zusammengefasst werden
Sinus- und Kosinusschwingungen mit ihren spezi schen Frequenzef, als orthonormale
Basisfunktionen zur Darstellung der Funktionf (t) mit Hilfe der Reihenbildung durch die
Fourier-Reihe verwendet.

Die Fourier-Koe zienten ax und b, gewichten dabei die Sinus- und Kosinusschwingungen
und verschieben diese gegeneinander in geeigneter Weise zur Rekonstruktion der Aus-
gangsfunktion. Anders formuliert beschreiben die Fourier-Koe zienten den Grad, wie
stark der jeweilige Frequenzanteil in der betrachteten Ausgangsfunktion auftritt. Aus die-
sem Grund sind sie die grundlegenden Bestimmungsgréyen, wenn eine Funktion durch
eine Fourier-Reihe rekonstruiert werden soll [Thuselt u. Gennrich, 2013].

3.2 Fourier-Transformation (FT)

Im vorangegangenen Kapitel wurde die Zerlegung beziehungsweise Approximation von
periodischenFunktionen Uber die Fourier-Reihe betrachtet. Da in der Praxis und im Zu-
sammenhang mit der Auswertung von Zeitreihen hauptsachlich nichtperiodische Signale
auftreten, ist der Umstand von besonderem Interesse, dass sich diese in &hnlicher Weise
zerlegen lassen. Dies ist mdglich, wenn die Funktionen gegen unendlich so schnell abfallen,
dass die Flache unter ihrem Graphen endlich bleibt. Ausgang ist die komplexe Fourier-
Reihe (3.9) mit einer Periodendauer, welche gegen unendlich geht. Die Abstande zwischen
den einzelnen FrequenzanteileRF werden immer kleiner, daF = Tl far T!'1 gegen

null geht. Die Fourier-Reihe geht in ein Integral Gber, das sogenannturier-Integral.
Statt der zuvor ermittelten, diskreten Fourier-Koe zienten muss jetzt eine kontinuierliche
Funktion f (F) aller méglichen Frequenzen bestimmt werden. Diese gesuchte Funktion
heiyt Fourier -Transformierte und wird durch Fourier -Transformation der Funktion

f (t) ermittelt. Sie enthalt das sogenannté-requenzspektrumwelches die Zusammenset-
zung eines Signals aus seinen Bestandteilen angibt. Die Fourier-Transformation bewirkt
hierbei die klassische und schon oft angesprochene Uberfiihrung eines Signals aus dem
Zeitbereich in den Frequenzbereich. Der Vollstandigkeit halber ist anzumerken, dass auch
die Verarbeitung von nicht-zeitabhangigen, sondern raumlich abhéangigen Daten mdglich
ist. In diesem Fall wird allgemein von einer Uberfiihrung aus dem Original- in den Bild-
bereich gesprochen [Thuselt u. Gennrich, 2013].

Es folgt die kontinuierliche Fourier -Transformation von f (t) zu f'(F):

71 y1
f(F) = f(t)e 2Ft dt = f(t)e " dt; (3.27)
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und die Rucktransformation (auch Synthese) vori (F) zu f (t):

7zl 71
f(F)eFt dF = f(F)e" dF: (3.28)

1 1

f ()

Das Ergebnis der Fourier-Transformation (3.27) wird alSpektrum des Signals (t) be-
zeichnet. Da das Ergebnis im Allgemeinen komplexwertig ist, ist eine Betrachtung nach
Betrag und Phase Ublich, das Spektrum setzt sich somit aletragsspektrumund Pha-
senspektrumzusammen [Mertins, 2023]:

fF)=jf(F)j €O (3.29)

Die Groye | f\(F) j wird als Betragsspektrumoder Amplitudenspektrumbezeichnet und
enthalt die Amplituden, also die Energieinformationen der Frequenzkomponenten, welche
im Eingangssignal enthalten sind. Da es sich bei der Fourier-Transformation um eine
orthogonale Transformation handelt, fihrt die beliebige Hin- und Ricktransformation zu
keinem Informationsverlust. Die Zeitinformation des Eingangssignals ist nach der Fourier-
Transformation im Phasenspektrum' ¢ (! ) enthalten.

3.3 Diskrete-Fourier-Transformation (DFT)

Durch Anwendung der Formeln der Fourier-Transformation kann aus einem kontinuierli-
chen Zeitsignal das korrespondierende, kontinuierliche Frequenzspektrum bestimmt wer-
den. In der geodatischen Zeitreihenanalyse stehen die Werte des erfassten Signals jedoch
nur zu diskreten Zeitpunkten und in diskreter, endlicher Anzahl zur Verfigung, bedingt
durch eine sensorbasierte Abtastung mit einer diskreten Abtastfrequenz. Eine solche zeit-
diskrete Zeitreihe kann als Annéaherung an ein zeitkontinuierliches Signal betrachtet wer-
den. Um dieses auszuwerten, wird das Spektrum numerisch unter Anwendung der soge-
nannten Diskretenfourier -Transformation (DFT) bestimmit.

Mit der Zeitreihe im diskreten Zeitbereich als Eingangsgréye muss fir die Berechnung
auch der Frequenzbereich diskretisiert werden, was zur Folge hat, dass Eiwurier -
Transformation nur bei bestimmten Frequenzen ausgewertet wird. Die Grundlage der
Transformation sei eine im Rahmen einer Messung bestimmte Zeitreihg X mit einer zu
gewissen aquidistanten Zeitpunkten gemessenen Anzahl vidnWerten einer Messgroye.
Dann kann die diskreteFourier -Transformierte Y., wie folgt berechnet werden [Thuselt

u. Gennrich, 2013]:

% 1 L
Yeer = Yosr €27 W, furk=0;1,2:0N L (3.30)

n=0
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Das urspringliche Signal kann wie folgt verlustfrei riicktransformiert werden:

Yoo = Vi énN: firn=0;L2::N L (3.31)
k=0

Die Anwendung der Formeln beruht auf der Annahme, dass die Anzahl der betrachteten
Frequenzen mit der Anzahl der Abtastpunkte Ubereinstimmt, dadl im Nenner des Expo-
nenten stammt von der Frequenzdiskretisierung. Die numerische Berechnung der DFT ist
grundsétzlich mdglich, jedoch bei Zeitreihen mit einer groyen Anzahl an Datenpunkten
enorm rechenaufwandig, da die Berechnung viele Rechenschritte erfordert. Beispielsweise
mussen fur 1024 Datenpunkte fir jede der 1024 Frequenzkomponenten 1024 Produkte
summiert werden, sodass rund eine Million Rechenoperationen erforderlich sind. Abhilfe
scha t fir diesen Umstand dieFast-Fourier-Transformation, welche im folgenden Kapitel
behandelt wird.

3.4 Fast-Fourier-Transformation (FFT)

Zu Beginn der 1960er-Jahre fuihrten Fortschritte in der Digitaltechnik zur verstarkten An-
wendung von Verfahren der digitalen Signalverarbeitung. Im Rahmen der Spektralanalyse
unter Verwendung der Diskreten-Fourier-Transformation (DFT) zeigte sich jedoch, dass
eine hohe Frequenzau 6sung die Verwendung groyer Transformationslangen erforderte.
Dies stellte insbesondere im Hinblick auf die Echtzeitfahigkeit digitaler Signalverarbei-
tungssysteme eine erhebliche Herausforderung dar, da die Verarbeitungsgeschwindigkeit
hau g nicht ausreichte, um Ausgangsdaten in derselben Rate zu erzeugen, mit der Ein-
gangsdaten zugefihrt wurden [Werner, 2009].

Im Jahr 1965 vero entlichten James W. Cooley und John W. Tukey ein algorith-
misches Verfahren, das speziell auf die e ziente Berechnung der DFT bei groyen Daten-
mengen ausgelegt war [Cooley u. Tukey, 1965]. Dieser sogenannte Fast-Fourier-Transform
(FFT)-Algorithmus ermdglichte eine signi kante Reduktion des Rechenaufwands und er-

0 nete damit vielfaltige Anwendungsmaoglichkeiten fiir die spektrale Analyse in Echtzeit
und in anderen Bereichen der digitalen Signalverarbeitung.

Der Ansatz von [Cooley u. Tukey, 1965] beruht darauf, den Rechenaufwand zu verrin-
gern, indem man die DFT vonN Werten, sogenannte Linien, in zwei Teil-DFT's von

jeweils N=2 Linien zu zerlegen. Dafir wirden dann nur nocl2 Nj ° = NTZ komplexe
Rechenoperationen notwendig sein, zuziglich des Aufwands, der durch die Zusammenfas-
sung der so ermittelten Teilergebnisse zum Gesamtergebnis entsteht. Dann wird auf diese
Weise iterativ fortgefahren, bis inld N - Schritten bei elementaren DFT's von nur zwei
Werten angekommen ist. Dieser Umstand ist nebenbei dafir verantwortlich, dass die FFT
stets eine Anzahl von2" Messwerten braucht, um verwendbare Ergebnisse zu erhalten.
Nachgewiesenermayen verringert das beschleunigte Verfahren ndames W. Cooley

und John W. Tukey den Rechenaufwand der Transformation erheblich, weshalb sie als

Schnelle Fourier-Transformation oder engl. Fast-Fourier-Transform, FFT bezeichnet
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wird [Ho mann u. Wol , 2014]. Unter diesem Begri werden heute verschiedene Verfahren
zusammengefasst, deren erste Ansétze unter anderem bis @uf. Gauss (1805) zurtick-
zufiihren sind. Je nach Anwendung, wobei auch Uberlegungen zur verwendeten Hardware
(Prozessorarchitektur, Speicherausstattung, u.A.) ein ieyen, werden verschiedene Algo-
rithmen der FFT eingesetzt [Werner, 2009]. Des Weiteren kdnnen wichtige Kernpunkte
und Erkenntnisse zur FFT wie folgt zusammengefasst werden:

N

Die FFT ist kein eigenstandiges Verfahren im Rahmen der Spektralanalyse, sondern
eine numerisch e ziente Ausfihrungsvorschrift der DFT.

Die FFT verringert den Rechenaufwand an komplexen Rechenoperation, welche zur
Berechnung der Spektrallinien der DFT notwendig sind von etwdl 2 Messwerten
(bei der DFT) auf N Id N (bei der FFT). Tabelle 3.1 verdeutlicht den enormen
Unterschied zwischen DFT und FFT im Rechenaufwand anhand beispielhafter An-
zahl von Messdaten. Die Entwicklung des Verfahrens trug maygeblich dazu bei die
Spektralanalyse mit Fourier-Transformationen echtzeitfahig zu machen.

N N2 NInN

32 1024 160

128 | 16384 896
2048| 4194304 22528

Tabelle 3.1: Anzahl Rechenoperation DFT vs. FFT
bei beispielhafter Anzahl Messdaten

Aufgrund des Ansatzes, dass die Zahl der Abtastwerte im Rahmen der FFT schritt-
weise halbiert wird, bis elementare Transformationen von jeweils zwei Abtastwerten
ubrig bleiben, ist vorausgesetzt, dass die Zeitreihe die Ladnge einer Zweierpotenz
aufweist.

Aufgrund der Symmetrie der Hin- und Ricktransformation der DFT lasst sich der
FFT-Algorithmus mit geringen Modi kationen fir die Rucktransformation verwen-
den.

Der oben vorgestellte Grundgedanke der FFT kann algorithmisch auf verschiedene Wei-
sen umgesetzt werden. Der bis heute gebrauchlichste Algorithmus ist dgadix-2-FFT-
Algorithmus. Dieser erreicht e ektiv schnellere Berechnungszeiten durch geschickte Fak-
torisierung von Matrizen, welche die Transformationsgleichungen als lineare Gleichungs-
systeme enthalten. Aufgrund von Periodizitaten in den Berechnungen kénnen Symme-
trien ausgenutzt werden und mit der Faktorisierung der entsprechenden Matrizen wird
die Ermittlung einer Vielzahl von Werten eingespart. Auch bei der Radix-2-FFT ist die
Grundvoraussetzung, dass die Abtastpunkte in einer Anzahl einer Zweierpotenz vorlie-
gen. Die exakte Wirkungsweise der Radix-2-FFT und weiterer FFT-Algorithmen ist in
der einschlagigen Fachliteratur detailliert beschrieben, diese Herleitungen sind fir den
Umfang dieser Arbeit nicht zielfihrend. Es wird beispielsweise auf [Mertins, 2023, S.190
.J, [Ho mann u. Wol , 2014, S.129 .] oder [Werner, 2009, S.37 .].
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Die Darstellung des Ergebnisses der FFT ist das sogenannte Amplitudenspektrum, welches
dem Betragsspektrum entspricht und die im Signal ermittelten Amplituden Uber den
Frequenzen abtragt. Ein anschauliches Beispiel bietet hierbei eine simulierte Zeitreihe, die
ein Audiosignal enthélt, das hier verwendete Beispiel ist dabei an [Thuselt u. Gennrich,
2013] angelehnt. Hier wird die Hélfte der Zeit ein C-Dur-Akkord abgetastet, der aus einer
Uberlagerung von Schwingungen aus drei Frequenzen (264 Hz, 330 Hz, 396 Hz) besteht
und die Tone c¢', e' und g' abbildet. Ab der zweiten Halfte der Zeitreihe erfolgt ein abrupter
Wechsel auf einen F-Dur-Akkord, der aus einer Uberlagerung von Schwingungen mit den
Frequenzen 352 Hz, 440 Hz und 528 Hz besteht und die Téne f', @' und ¢ abbildet.
Das Audiosignal sowie das dazugehdrige Amplitudenspektrum sind aus der folgenden
Abbildung zu entnehmen.

Abbildung 3.4: Simulierte Daten: Rohdaten und Amplitudenspektrum eines Akkordwechsels von
C-Dur auf F-Dur, ausgewertet mittels FFT

Diese Darstellung und die Auswertung mittels der FFT bietet eine gute Losung im Signal
enthaltene Frequenzen und Amplituden zu detektieren. Wie anhand der vorangegangenen
Abbildung zu entnehmen ist, ist es jedoch nicht moglich den zeitlichen Verlauf der Ande-
rung von Frequenzen - wie bei dem Wechsel des C-Dur-Akkords auf den F-Dur-Akkord -
zu ermitteln. Wir erkennen die im ausgewerteten Bereich der Zeitreihe gesamtheitlich auf-
tretenden Frequenzen und Amplituden, verlieren jedoch die Information dartber, wann
diese aufgetreten sind. Die zeitlichen Informationen gehen nicht verloren, dann kdnnte
auch keine Rucktransformation auf das urspringliche Signal méglich sein; sie sind in den
Phasen der komplexen Fourier-Koe zienten enthalten, welche nicht ohne weiteres zugéng-
lich sind. In manchen Anwendungen, vor allem in Bezug auf geodétische Zeitreihen, kann
es von Vorteil sein, sowohl Frequenz und Amplitude, als auch das dazugehdrige Zeitin-
tervall zu bestimmen. Abhilfe schat hierbei die Kurzzeit-Fourier-Transformation, welche
Kerninhalt dieser Arbeit ist und im nachsten Kapitel ausfuhrlich behandelt wird.
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3.5 Kurzzeit-Fourier-Transformation (STFT)

Die zuvor behandelte FFT ist heute ein Grundstein der Spektralanalyse und das am hau-
gsten verwendete Werkzeug zur Ermittlung von in Signalen enthaltenen Frequenzen und
Amplituden. Jedoch ist diese nicht fahig, zeitliche Anderungen dieser Groyen darzustellen,
wie der Abbildung 3.4 zu entnehmen ist.

Eine Weiterentwicklung stellt hier die sogenannte Kurzzeit-Fourier-Transformation (engl.
Short-Time-Fourier-Transform , STFT) dar. Bei der STFT wird die Zeitreihe in Zeitseg-
mente unterteilt und fir jedes dieser Segmente eine separate Transformation durchgefihrt.
Fur die Transformation wird das Segment mit einer um zeitlich verschiebbaren Fenster-
funktion g(t) multipliziert und die Fourier-Transformierte des gefensterten Signals berech-
net. Nach erfolgter Transformation wird das Fenster entlang der Zeitachse um den Ver-
schiebungsparameter verschoben. Dieser Vorgang wird mit fortschreitenden Zeitpunkten

t Uber die gesamte Lange der Zeitreihe durchgefuhrt. Die Ergebnisse der STFT werden
in einem sogenannten Spektrogramm dargestellt. Wahrend bei der FFT die Betrage der
komplexen Fourier-Koe zienten, also die Amplituden dber den Frequenzen abgetragen
werden, werden im Rahmen der STFT die Frequenzen Uber der Zeit abgetragen. Die Am-
plituden erhalten in dieser Darstellung einen Farbwert in Abhangigkeit von ihrer Groye.
Diese Darstellung erlaubt den Bezug zu einer Zeitinformation. Aus dem Spektrogramm ist
ablesbar, welche Frequenzen, mit welcher Amplitude, zu welcher Zeit im Signal auftreten.
Dieser Umstand macht die STFT zum klassischen Werkzeug déeit-Frequenz-Analyse

Die Multiplikation des Signals mit der Fensterfolge und der Position des Fensters inner-
halb der Zeitreihe beziehungsweise der Verschiebung kann auf zwei verschiedene Arten
dargestellt werden:

fo(t; )=1f() 9( t) oder (3.32)

fot; )=1F() ot ) (3.33)

Die zweite Variante bietet bei der Annahmeg sei kausal, alsay(t) = 0 fir t < 0, den
Vorteil, dass das Analysefenster den Signalabschnitt unmittelbaror dem Analysezeit-
punkt = t betrachtet, das Fenster ist rickwartsgerichtet. Dieser Umstand macht die
Auswertung echtzeitfahig [Ho mann u. Wol , 2014].

Das Analysefenstelg(t ) unterdrickt das Signalf (t) dabei auyerhalb eines bestimm-
ten Bereiches. Die Wahl der Fensterfunktion ist hierbei entscheidend fur die Auswertung
und die ermittelten Ergebnisse. Das bloye Ausschneiden eines Signalabschnitts, welches
der Multiplikation der Zeitreihe mit einem Rechteckfenster entspricht, fihrt zu einer Ver-
wischung des Spektrums durch den Ein uss des Leck-E ekts. Durch die Wahl einer ge-
eigneteren Fensterfunktion fur die Anwendung der STFT kann dieser E ekt abgemildert
werden. Gewiinscht ist, eine gewisse Uberlappung zu erreichen, das Fenster gleitet ber
die Zeitreihe hinweg [Ho mann u. Wol , 2014].
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Die Kurzzeit-Fourier-Transformation ist de niert als:

71
fo(Fi )= f@®got )e?Fdt (3.34)

1

Eine Ricktransformation auf das gefensterte Signél(t; ) ist wie folgt mdglich:

71

fo; )=fMglt )= 21 f'y(F; ) €7t dF: (3.35)
1

Eine Rucktransformation auf dasungefensterteSignal durchzufuhren, ist nicht trivial und
wirde an dieser Stelle nicht zielfiihrend sein. Eine ausfuhrlich aufgearbeitete Herangehens-
weise bietet [Ho mann u. Wol , 2014, S.271].

Der Umstand, dass im Rahmen der geodéatischen Zeitreihenanalyse zeitdiskrete Signale
betrachtet werden, fihrt wie auch schon bei der Fourier-Transformation dazu, dass anstatt
des Integrals wiederum auf eine Summe tibergegangen werden muss. Die Kurzzeit-Fourier-
Transformation lasst sich dann in folgender Form ausdrticken:

1%1 ,
Fl= N yot ) 2w firk=0;L2:::N 1 (3.36)
n=0

Hierbei wird davon ausgegangen, dass die Rate der Abtastung des Signals um den Faktor
N 2 N héher als die Rate ist, mit der das Spektrum berechnet wird. Die Anzalm der
Analysefenster werden mity bezeichnet, sie sind zeitdiskret. Das Abtastintervall bei der
Erzeugung der Datenpunkte ist al§ = 1 angenommen. Die Berechnung der Koe zienten
erfolgt unter Verwendung der FFT.

Wie angesprochen ist die Wahl der Fensterfunktion von groyer Wichtigkeit fur die Ergeb-
nisse. Bezuglich des Fensterentwurfs kbnnen Fenster wie ddamming-, Bartlett-
Hann- oder Gauy- Fenster verwendet werden (siehe Beispiele der Fensterfunktionen in
Abbildung 2.11. Verwendbar sind auyerdem Prototypen fiir perfekt rekonstruierte, modu-
lierte Filterbanke [Mertins, 2023]. Die besondere Verwendung d€auy- Fensters wird
im nachfolgenden Kapitel 3.6 (Gabor-Transformation) im Detail behandelt.

Neben dem Fensterdesign beziehungsweise der Auswahl der Fensterfunkg@h, hat die
Fensterbreite maygeblichen Ein uss auf das Berechnungsergebnis, da die STFT dem
Ein uss der sogenanntenHeisenberg schen Unscharferelationunterliegt. Diese besagt,
dass zwei komplementare Eigenschaften eines Teilchens nicht gleichzeitig beliebig genau
bestimmbar sind. In der Zeit-Frequenz-Analyse besteht im Kon ikt zur geltenderHei-
senberg schen Unschérferelation der Anspruch auf eine mdglichst hohe Zeit- und gleich-
zeitig maglichst hohe Frequenz-Au 6sung. Die Unscharferelation gibt jedoch die untere
Grenze fur die Flache des Zeit-Frequenz-Fensters vor. In [Mertins, 2023, S.318 .] wird
mathematisch hergeleitet, dass die Flache eines Zeit-Frequenz-Fensters im Rahmen der
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Kurzzeit-Fourier-Transformation nicht beliebig klein gemacht werden kann. Daraus folgt,
dass keine beliebig gute Zeit-Frequenz-Au dsung erzielt werden kann.

Fur die Praxis der Zeitreihenanalyse bedeutet dies, dass ein kurzes Analysefenster zwar
eine gute Zeitau dsung mit sich bringt, allerdings unweigerlich eine schlechte Frequenzauf-
l6sung. Dieser Umstand verhalt sich andersherum reziprok, eine gute Frequenzau 6sung
durch ein breites Analysefenster bringt unweigerlich eine schlechte Zeitau 6sung mit sich.
Wie sich diese Sachverhalte im Spektrogramm auyern und wie gute Zeit- oder gute Fre-
guenzau 6sung aussehen, und was fur geodéatische Zeitreihen die beste Kompromisslésung
ist, wird in Kapitel 4, dem Kapitel der praxisorientierten Datenauswertung, gezeigt.

Was hinsichtlich der Ergebnisdarstellung der Spektralanalyse das Amplitudenspektrum
fur die FFT ist, ist fur die STFT das Spektrogramm. In diesem werden die im Signal ent-
haltenen Frequenzen Uber der Zeit abgetragen und die Amplituden erhalten einen Farb-
wert in Abhangigkeit ihres Betrages. Wenn hierbei eine hohe Frequenzau 6sung gewahlt
ist, spricht man von einem Schmalbandspektrogramm. Bei Wahl einer hohen Zeitau 6-
sung wird von einem Breitbandspektrogramm gesprochen [Ho mann u. Wol , 2014].
Anhand derselben Daten des Akkordwechsels, welche fir die FFT in Abbildung 3.4 ver-
wendet wurden, kann die Starke der STFT verdeutlicht werden. In der nachfolgenden Ab-
bildung ist eindeutig erkennbar, wann die im Signal enthaltenen Frequenzen mit welcher
Starke auftreten. Die zeitliche Information des Eintretens und Abklingens der Frequenz
ist im Amplitudenspektrum der FFT nicht ersichtlich.

Abbildung 3.5: Simulierte Daten: Rohdaten und Spektrogramm eines Akkordwechsels von C-Dur
auf F-Dur, ausgewertet mittels STFT
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